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So begleitet dich dein MatheTutor

Ein Tutor begleitet durch den Lernprozess und hilft,
. . . Die IT-Forensik verwendet unterschiedliche Analyse-
wenn es SChWIeI’Ig Wll’d. methoden, um gerichtliche Gutachten zu digitalen

Datentragern zu erstellen. In Krimi-Serien ist beispiels-

Dieses Buch ist dein Tutor auf dem Weg durch die Wetoans.wm et samorscnan oo e die
. . das bloBe Auge nicht erkennen kann.

8. Klasse und Richtung Mathematik-Matura. it den Unter und Obersummen et uns g s

ich ein Werkzeug zur Verfiigung, um Flicheninhalte

genauer zu bestimmen.

Grundlagen
2) In einem Intervall [a; b] aneinander anliegende Rechtecke mit der Brei- oL

te Ax, die von unten an den Graphen von fangrenzen (siehe Abbildung),

ergeben gemeinsam eine Flache, die etwas kleiner ist als die Fliche

2zwischen Graph und x-Achse. Die Summe der von ins- 1
. . gesamt n dieser Rechtecke heifit eine Untersumme U/, von fim Intervall "
Informiere dich e THEH ,3,\
[ L b

b) I einem Intervall [a; b] aneinander anliegende Rechtecke mit der Brei- o
te Ax, die von oben an den Graphen von fangrenzen (siehe Abbildung),
ergeben gemeinsam eine Flache, die etwas groBer st als die Fliche

Ein kurzer Text stimmt dlch an daS Kapltel ein. 2wischen Graph und x-Achse. Die Summe der Flicheninhalte von ins- 7

gesamt n dieser Rechtecke heit eine Obersumme 0, von fim Intervall
Die Grundlagen @) benétigst du im ganzen Kapitel. o EEERCanw
Lerne oder wiederhole sie, bevor du loslegst. IEEED e e s vischen dom Graphen ier ko fud der chse i el k@
bestimm(e"n Integr_al e!’!:\iatl:lti:;:rd;:. E:jedierUn( imme U, stets kleiner-gleich de
Praktische Werkzeuge @ stehen dir fiir einzelne e '%Mn
Aufgaben oder Losungsschritte zur Verfligung. Dein ‘

MatheTutor weist dich darauf hin, wenn es sinnvoll ist, Werkzeuge
MatheTutor s Kasse AHSOHESUNG 6]

n im Intervall [a; b] wird mit

sie einzusetzen. e Wi Diesree

Du erfahrst hier auch, welche Grundkompetenzen €
du in diesem Kapitel trainierst.

p Vollziehe nach
‘Ober- und Untersummen

Beispiele 'S

IEED  Geoeven ist der Graph der Funkiion . Stelle die im Intervall 1 = [1;4] gesuchte Summe S

Informiere dich Probiere selbst Trainiere weiter Teste dich
Ober- und Untersummen

Gegeben ist der Graph der Funktion /. Stelle die im Intervall 1= [0; 4] gesuchte
imme grafisch dar. Teile das Intervall in 4 gleich grofe Teile.
a) gesuchte Summe: Untersumme  b) gesuchte Summe: O

Aufga

eispielen

grafisch dar.Teile das Intervall in 6 gleich groBe Teile.
a) gesuchte Summe: Untersumme  b) gesuchte Summe: Obersumme L1

Die Grenzen a und b des Intervalls sowie die Anzahl der Teilintervalle n der 0l

Wie stelle ich eine Unter- bzw. Obersumme einer streng monotonen Fu
Angabe entnehmen; daraus die Breite der Rechtecke Ax =279 berechnen

einem gegebenen Intervall grafisch dar?

n Die Grenzen a und b des Intervalls sowie die Anzahl der Teilinterval ‘}J D‘ a= b= Wn= =S A=
Angabe entnehmen; daraus die Breite der Rechtecke Ax = bf" berechi
a=1,b=4n=6=ax=51=05 (>W1) Dasintervallin  a) 70 | b) 0
Teilintervalle der ‘
Das Intervall in Teilintervalle der Breite Ax teilen; an den Gre der Teilintervalle senkrechte Linien bi Breite Ax teilen;
zum Graphen zeichnen und diese senkrechten Linit echt verbinden an den Grenzen ‘

Musterbeispiele @ zei
du fiir das Kapitel typi

en dirSchritt fur I ie Die Aufgaben zu den Beispielen @ sind wie die Mus-
e Aufgaben 16st. terbeispiele aufgebaut und erméglichen es dir, selbst

Leitfragen @ hel erkenne elche erste Aufgaben zu I6sen.

mathematis ellung es-sich handelt. Eine weitere Probiere selbst-Seite findest du online.
Modellschrit chlissel ung anschaulich

auf und unterstttzen dich i, den Losungsweg

vollstandig nachzuvollziehe

In Kastchen tragst du Zahlen oder kurze Terme ein. Achte dabei  4x =3 0,25 (=2)
besonders darauf, keine Vorzeichen oder Klammern zu vergessen.
In groBBen Kastchen tragst du Zahlen mit vielen (Nachkomma-)Stellen, —3,1416 \/ 4%+ b? % —:::7,

langere Terme oder Briiche ein.

In Kreisen tragst du Vorzeichen und Operatoren ein, d. h. die Zeichen: x 2 4+
+ - 1 - < 2 > <L = * =

Du kreuzt leere Kastchen an, um die zugehdrige Aussage als richtige |:|
Lésung zu markieren.

Auf Schreibzeilen hast du Platz fiir ganze Rechenzeilen oder Text. fsf(x) dx =8
0

Der Flacheninhalt betrigt 8 wm*.



Probier seltat Test
Ober- und Untersumm,
Aufgaben
IEED  Gegevenist der Graph einer Funktion . Stelle sowohi die Untersumme als auch die Obersumme im
Intervall T mit der angegebenen Anzahi n an Rechtecken grafisch dar.
>81
Wl a)1=(1;4Ln=6 b)I=10;2),n=2 QI=10;5,n=5
ax=41-05 @ ax= ax=
Untersumme Untersumme Untersumme
1) 1l  f0)] 00|
5 7 . N
=
s — s 5 5
2- 44 4 4+
15 5 5
+ >
o5 2 p—
TG T e A e S R R
Obersumme Obersumme Obersumme
00| 1l f00) 00|
s 7 s .
= |
os = s 5 5
2- 7 4 4
1s s 5
+ >
os A e
E o K e e e R B i e A S A O
IEE)  cib die Formel fr die Berechnung Tipp Die Anzahl der Teilflichen muss der Anzahl der Produkte Ax - f(x)
der dargestellten Summe an. in der Formel fir die Unter- bzw. Obersumme entsprechen.
82
a) 154100 b) S <)
. 52

Lose die Aufgaben der Reihe nach, sie bauen oft
aufeinander auf. Damit trainierst du die Grund<
kompetenzen des Kapitels.

Musterlésungen @ sind griin hinterlégt.

Die Tipps @ deines MatheTutors solltest du im
Hinterkopf behalten.

Online findest du Losungen mit Hinweisen und
Erkldrungen. Lies sie, auch wenn.du die Aufgabé
richtig geldst hast. Sie helfen dir oft bei dén nachsten
Aufgaben.

Symbole

T

T’ Diese Aufgabe erfordert Technologieeinsatz.
¢ Dieser wird in den Losungen erldutert.

Flr Zwischenschritte, Nebenrechnungen,
Ergebnisse bendtigst du hier ein eigenes Blatt.

Diese. Aufgabe wird durch Technologieeinsatz
leichter.

Online-Angebot

BE)  orcne den vier Flachen jeweils di ihres Inhalts zu.
/00| 4100
1 5- 1 5-
s
3
>
+
2 a1 2 3 ¥ 2 a1 7 37
A B c D E v
Untersumme Obersumme 3 o]
mitn =1 mitn =6 [irooux mitn -2 mitn=3 i n - §

Der Inhalt der Fliche, die vom Graphen einer streng monotonen Funktion fim Infervall 1= [a; bl féstgelegt
wird, kann durch | 0

Erganze die Textliicken im foldénden Satz durch Ankreuzen der jeweils ridltigen Satzteile 56, dass eine
korrekte Aussage entstehty

Fir den Wert des bestimmten Integrals f:/(xmx gilt fiir jede Untérsumme £ und jéde Obersumme 0

rerden.

® . Je gropér die Anzahl defgleich groBen Teilintervalle bel der jewelligen Ober- bzw. Unter-
summe ist, desto’
O] @

v=fhis=o ICT| |01
faodes, |0 |0
Usf:ﬂx)dxso O |4

groBer istdi@Pifferenz von Ober- und Untersumme

b
nahfr ist der WErt von Unter- und Obersumme am Wert von ja feodx

5
grofier st der Wert dés bestimmten Integrals [ /() dx

Die dargestellte Obersumme 0 hat i Intervall [2; 10] den Wert A = 70,09. Kreuze die zutreffende Aussage an.

Die letzte Seite jedes Kapitels bietet dir typische Prii-
fungsaufgaben,wie bei Schularbeiten und bei der
Matura.

Fur diese Seite solltest du immer ein eigenes Blatt fir
die Erstellung der Losungen bereithalten.

Auf dieser Seite gibt es keine Hilfestellungen in Form
von Tipps und Symbolen mehr.

In den Online-Lésungen findest du auch fir diese Seite
Hinweise und Erklarungen. Lies sie, auch wenn du die
Aufgabe richtig gelost hast.

- B2 Mit dieser Aufgabe wiederholst und festigst

du Modellschritte aus einem Musterbeispiel.

- G2 Diese Aufgabe behandelt eine der Grund-

lagen aus Informiere dich.

- W2 Hier verwendest du eines der Werkzeuge aus

Informiere dich. Schlag es bei Bedarf nach.

Wie du Zugang zum Online-Angebot erhaltst, erfahrst du auf der inneren Umschlagseite des MatheTutors.

Losungen

Losungen zu allen Aufgaben der aktuellen Seite mit Hinweisen und Erklarungen,

auch zum Technologieeinsatz

Weitere Aufgaben

Eine weitere Probiere selbst-Seite zum jeweiligen Kapitel. Beschaftige dich bei

Bedarf noch intensiver mit den Musterbeispielen.

Modellschritte

Die Modellschritte aus allen Kapiteln in einem Dokument praktisch zusammen-

gefasst, zum Nachschlagen, Lernen und Uben
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Du findest auf dieser Seite Fachbegriffe, die dir beim Lernen begegnen kénnen, aber im Stichwortverzeichnis des

MatheTutors nicht vorkommen.

Dein MatheTutor gebraucht die gleichen mathematischen Fachbegriffe, die auch von deinem Schulbuch, deiner
Lehrerin bzw. deinem Lehrer sowie in der schriftlichen Mathematik-Matura verwendet werden. Manchmal gibt

es mehrere gleichwertige Ausdriicke fiir Dasselbe. Da Geschmacker bekanntlich verschieden sind, kommt es vor,
dass Erklarungsbedarf besteht. Es gibt auch Begriffe, die nicht alle einsetzen, weil man die Mathematik sowohl mit
diesem Begriff als auch ohne ihn erfolgreich meistern kann.

Damit dadurch keine storenden Missverstandnisse auftreten, sind auf dieser Seite Ausdrticke erlautert, die Aichtin
allen Schulbtichern oder bei allen Lehrerinnen und Lehrern gleich verwendet werden. Wenn du auf einendiesér
Begriffe stof3t, erfahrst du hier, wie du ihn bei der Arbeit mit dem MatheTutor einordnen kannst.

abgeschlossenes Intervall (Kapitel 2-16): ein Intervall,
dessen Grenzen zum Intervall gehoren (eckige Klam-
mern), z.B.I=[0; 5]

diskrete Zufallsvariable (Kapitel 15): eine Zufallsvariable,
die nur einzelne Zahlenwerte annehmen kann (und
nicht Intervalle von Zahlen)

Faktorregel des Integrals (Kapitel 1): Eine multiplikative
Konstante k im Integranden kann als Faktor vor das
Integral geschrieben werden.

Fehler 1. Art (Kapitel 17): Irrtumswahrscheinlichkeit =
die Wahrscheinlichkeit, eine Nullhypathese félschlichef-
weise zu verwerfen. Ein Fehler 2. Art wire Uibrigens die
Wahrscheinlichkeit, eine Nullhypothese falschlicher-
weise nicht zu verwerfen.

Funktionsterm (Kapitel 1-10, 13+14): der Term'in der
Funktionsgleichung, defangibt, wie die abhangige
Variable aus der unabhangigen errechnet wird, z.B. ist
x* - 1 der Funktion§ternvder durch die Funktionsglei-
chung f(x) =ac = 1 definierten Furiktion.

Exponent: Hochzahl

gerade Funktion (Kapitel3-4, 12-15): Funktion, deren
Graph achsensymmetrisch (bzgl. der y-Achse) ist, es gilt
f(=x) = f(x) fur allexx aus,dem Definitionsbereich von f

kontinuierlicheZufallsvariable (Kapitel 12-17):
siehe stetige Zufallsvariable

mafioton wachsend/streng monoton wachsend
(Kapitel.2, 10): monoton steigend/streng monoton
steigend

Normalapproximation (Kapitel 15): Approximation
einer Binomialverteilung durch die Normalverteilung

offenes Intervall (Kapitel 2-16): Intervall, dessen Grenzen
nicht zum Intervall gehéren (runde Klammern), z.B.
I=(0;5)

Produktintegration (KapitelQ): partielle Integration

Randfunktion (Kapitel 6)zdie Funktion, deren Graph bei
Rotatiemum eine Achse die Oberflache eines Rotations-
korperserzeugt

tekursive Darstellung (Kapitel 11): Vorschrift zur
Berechnung von Gliedern einer Zahlenfolge aus vor-
hergehendeén Folgengliedern. Differenzengleichungen
sind sekursive Darstellungen.

Riemann<Summe (Kapitel 10): Ober- und Untersummen
heiRen'auch Riemann-Summen

Sigma-Regeln (Kapitel 15): Fir normalverteilte Zufalls-
variablen X gilt:

Plu-1-0<X<u+1-0)=0,683
P(u-2-0<X<u+2-0)=0,954
P(u-3-0<X<u+3-0)=0,997

stetige Zufallsvariable (Kapitel 12-17): eine Zufalls-
variable, die nicht nur einzelne Zahlen, sondern Inter-
valle von Zahlen annehmen kann

Streubereich (Kapitel 14): symmetrisches Intervall um
den Erwartungswert

Terrassenpunkt, -stelle (Kapitel 2): Sattelpunkt, -stelle

Termdarstellung einer Funktion (Kapitel 2-15):
Funktionsgleichung in der Form f(x) = Funktionsterm,
z.B.f(x)=x*-1

ungerade Funktion (Kapitel 3): Funktion, deren Graph
punktsymmetrisch bzgl. des Ursprungs (010) ist, es gilt
f(=x) = —f(x) fir alle x aus dem Definitionsbereich von f

Vertrauensbereich (Kapitel 16): Konfidenzintervall

Wahrscheinlichkeitsfunktion (Kapitel 13, 17):
Wahrscheinlichkeitsverteilung



Tipps und Hinweise zu den Aufgaben

Zwei wichtige Tipps fiir das Losen der Aufgaben

Verwende die L6sungen, um etwaige Unklarheiten zu beseitigen. Tu das aber erst, nachdem du die Aufgabe
selbststéandig probiert hast.

Skizzen und Nebenrechnungen sind ein wichtiger Bestandteil jeder mathematischen Uberlegung. Nimm ein Blatt
Papier zur Hand, wenn der Platz im Buch nicht ausreichen sollte.

Aufgabenformate im Teil 1 der Matura

Formate Hinweise
Offenes Formuliere eine Antwort in eigenen Worten, eineE Seite 12
Antwortformat Begriindung, ldngere Rechnung oder Int ef rtist.
Halboffenes Ergdnze eine teilweise vorgegebene A B.w n e Werte | Seite24 A12
Antwortformat zu berechnen oder Abbildungen ZL% nsin
Liickentext Ein Satz mit zwei Liicken ist vo e Furje e stehen Seite 12 Al16
mogliche Satzteile als Auswa /erfligung. Kre jeweils genau
einen der drei Satzteilean
‘
Multiple Choice Kreuze die zwei rldﬁ Bunter funf Anti dglichkeiten an. Seite 12 A14
2auss
Multiple Choice Kreuze d| richtige unt twortmdglichkeiten an. Seite 66 A9
1aus 6
Zuordnungsformat Schrei dle vier Ausfullfelder die Buchstaben der richtigen Seite 48 A10
4aus6 An aus den@hs gegebenen Antwortmaoglichkeiten.
Konstruktionsformat g e die vor e Abbildung durch ein grafisches Element, Seite 66 A10
z.B. einen F&@graphen.
Zusitzliche Aufg@ mate in diesem Buch
Formate Hinweise Beispiele
Multiple Ch@ Kreuze die vorgegebene Anzahl an Antwortmaoglichkeiten an. Seite 11 A13
xausy z.B.1aus 2,1 aus 4 oder 2 aus 5. Seite46 A1
rN rmat Schreibe in alle Ausfillfelder die Beschriftungen der richtigen Seite 76 A6
Antworten aus den gegebenen Antwortmdglichkeiten. Seite 83 A6
Ausfullen GroRe Teile der Antwort sind vorgegeben. Ergénze die richtigen Seite 10 A5
Zahlen, Terme, Symbole oder kurzen Texte. Seite 16 A2
Schritt fiir Schritt Lose die Aufgabe in den vorgegebenen Schritten: Fiille Ausfillkast- Seite 52 A1
chen und Schreibzeilen aus, ergénze Abbildungen und kreuze korrekte | Seite 71 A6
Aussagen an.




Unbestimmtes Integral und

Stammfunktionen

Die spannende Aufgabe, seinen Familienstammbaum
zu erforschen, wird umso schwieriger, je weiter er in die
Vergangenheit zurlickreicht. Die Lebenswege mancher
Ahnen sind derart verschlungen, dass eine genaue
Rekonstruktion unmaoglich ist.

Die Suche nach einer Stammfunktion kann sich eben-
falls als knifflige Aufgabe erweisen — und das, obwohl es
unendlich viele davon gibt.

Grundlagen

G4

Fir eine Stammfunktion F einer Funktion fgilt der Zusammenhang F'(x) = f(). QE

Eine gegebene Funktion fhat unendlich viele Stammfunktionen. Durch die Additiﬁner belie
reellen Zahl c (Integrationskonstante) zu einer Stammfunktion erhalt man eine weitere: Ist F ei

Stammfunktion von f; so ist F + ¢ mit c€ R eine weitere Stammfunktion von
Alle Stammfunktionen zusammen werden durch den Ausdruck des unw ten |

Man schreibt:
_ff(x)dx=1—"(x)+c (cE]R{b 0
Das Auffinden einer Stammfunktion wird Integrieren gen Qn @els Integrationsregeln.
i bleiten

Ableitung

fadx=a-x+c fo=0

. - Xr+1
flrr =+ -1: Ix dx=77g+c¢
f’(X) =r- Xr—l

furr=-1: fx'ldx =ln(x) +c (x>
fexdx =e'+¢ $§ g(x) =e* fx)=¢

fsin(x) dx = -cos(x) +

fX) = sin(x) f(x) = cos(x)

Werkzeuge

fcos(x)dx = sin(x: fx) = cos(x) f00 = -sin(x)

Weitere Integrationsreg

Summe/Differenz Funiktionen: f[f(x) +g()]dx = ff(x)dx + fg(x) dx

Multiplikative Ko KERVO: [Tk fooldx=k- [foodx

Enthalt ionsterm ein Argument der Form k - x statt x, wird mit dem Faktor% multipliziert:

g *x (kER¥) Beispiele: sin(4x), e %, cos(b* - x), (3%)°
- Fk-x)+c (ceR)

W1 Will man priifen, ob F eine Stammfunktion von fist, leitet man F ab, und dabei muss fherauskommen.

W2 Ausdriicke der Gestalt % kénnen integriert W3 Wurzelausdriicke Vx™ kénnen integriert werden,
werden, indem sie zuerst zu x umgeschrieben indem sie zuerst zu x™ umgeschrieben werden:
werden: [Lax= [x7dx=X"7+c (cER) [V ax = [t ax = %111 +c (cER)

Grundkompetenzen: AN-R 3.1 + 4.2 MatheTutor 8. Klasse AHS © HELBLING



Informiere dich Probiere selbst Trainiere weiter Teste dich

Unbestimmtes Integral und Stammfunktionen

Beispiele
m Gegeben ist die Polynomfunktion f(x) = 8x* - 10x + % Gib zwei Stammfunktionen von fan.
Wie bestimme ich Stammfunktionen einer Polynomfunktion?

n Die Polynomfunktion integrieren

Wir integrieren jeden Term, indem wir in der Potenz die Hochzahl um 1 erhéhen und durch die neue Hoch-
zahl dividieren. Beim konstanten Glied % bedeutet das, es einfach mit x zu multiplizieren. AnschlieBend

addieren wir die Konstante c.
3+1 1+1

f(8x3—10x+% dx:S-XZ]—10-§+%x+c:2x4—5x2+%x+c (ceR)

Eine beliebige reelle Zahl fiir die Integrationskonstante einsetzen und die Stammfunktion angebeh
2.B.c; =3 = F,00 = 2x'-5x*+ 2x+ 3und ¢, = -5 => F,(0 = 2x*- 5’ + 3x- 5

m Gegeben ist die Funktion f(x) = Vx + % Bestimme ff(x) dx.

Wie ermittle ich das unbestimmte Integral einer Funktion, in derdp TernY&h x unter Wurzeln oder im Nenner
vorkommt?

n Die Terme der Funktion jeweils in Potenzschreibweise@ngeben
fO)=vVx + % =X+ X

r+d
Die einzelnen Terme mit der Regel fx'dx = ;f+ i+ cintegrieren

>+1
zw‘ —%f]

f(x%+x’2)dx: +’f—1l+c=%x%—x’l+c (CER)” (» W2Und —yW3)

SIS

m Gegeben ist die Funktion f(x) ==x* 9. Ermittle diejenige Stammfunktion F von f, deren Graph durch den
Punkt P = (61-8) verlduft.

Wie ermittle ich diejemige Stammfuriktiq’EVon f, deren Graph durch den gegebenen Punkt P verlauft?

n Das unbestimmtéeintegral der Funktion als F(x) aufschreiben
I(—x2+9)dx= —§+9x+c=>l—“(x) = —%3+9x+c (ceR)

Die x-Koordinate des gegebenen Punktes fiir x sowie die y-Koordinate fiir F(x) einsetzen und die
Integrationskonstante c berechnen

3 ~3
WirsetzenP=(6l—8)inF(x)=—X§+9x+cein: —8=—%+9-6+c
, -8=-18+c=c=10
Stammfunktion: F(x) = —% +9x+10

m Beréchiie die Integrale a) f?;az-bda b)fBaz-bdb.

Wie integriere ich eine Funktion nach einer bestimmten Variablen?

n Die Variable erkennen, nach der die Funktion integriert wird
a) An da erkennen wir, dass nach a integriert wird.  b) An db erkennen wir, dass nach b integriert wird.

Diese Variable im Integral markieren und mit den passenden Integrationsregeln integrieren
Wir wenden die Integrationsregeln fiir die Variable an, die die Rolle von x ilbernommen hat.
3 2
[3¢*bda=3% b+c (ceR) [3a*-pab=3a*-5+c (ceR)

8 Modellschritte MatheTutor 8. Klasse AHS © HELBLING



Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Trainiere weiter Teste dich

Unbestimmtes Integral und Stammfunktionen

Aufgaben zu den Beispielen

Gegeben ist die Polynomfunktion f(x) = -6x* - 4x + 3. Gib zwei Stammfunktionen von fan.

Die Polynomfunktion integrieren

I( Ydx = X X . +c=

Eine beliebige reelle Zahl fiir die Integrationskonstante einsetzen und die Stammfunktion angeben

o
D

C1 = = F,(x) =

c,= = F,(x) =

Gegeben ist die Funktion f(x) = 4vx - % Bestimme ff(x) dx. o 40
Die Terme der Funktion jeweils in Potenzschreibweise ange%0

f) = 4Vx - % = x | x o 0

Die einzelnen Terme mit der Regel fx dx = r—+; +Ci \e

I(4X% - X‘3)dx= X X+ w 2
Gegeben ist die Funktlon =5 Ermntl&ge Stammfunktion F von f, deren Graph durch

den Punkt P =(213) ve v

Das unbestlmm* ntegral der6® als F(x) aufschreiben

/»., ..

Jc = F(x) -
Die x- ate des en Punktes fiir x sowie die y-Koordinate fiir F(x) einsetzen und die
Integratio skons efrechnen

2

Setze P = (ZIS)N -5x+cein: ——-5- +C
N\ e

S on: F(x) =

ta
chne die Integrale a) f7x2 y*dx b) f7x -y*dy

Die Variable erkennen, nach der die Funktion integriert wird
a)d = Integration nach b)d = Integration nach

Diese Variable im Integral markieren und mit den passenden Integrationsregeln integrieren

[72¢-yax=" —— 4c eR) 7 yay= +c ER)

Lésungen Q—J Weitere Aufgaben S] MatheTutor 8. Klasse AHS © HELBLING



Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Teste dich

Unbestimmtes Integral und Stammfunktionen

Aufgaben

m Gegeben ist die Polynomfunktion f. Bestimme zwei Stammfunktionen von f.

2

3
- B1 a)f(x)=%x2—2x+6=ff(x)dx=%-xg—2-X?+6x+c=>z.B.F1(x)=%—x2+6x—3und1-"z(x)=§—x2+6x+1

[ b)f00=-2x-3= [foodx=-2-2—-3-  +  =F®-
F,(x) =
Afto=6x'-3x  d)fe0=3C+Ex+1  e)fl=3¢+12x-8 f)f(x):";—1

m Gegeben ist die Funktion f. Bestimme ihre Stammfunktion F mit ¢ = 0.

—>B2 @ fin Potenzschreibweise angeben @ fintegrieren, Stammfunktion vereinfa Q
> Ww2-w3 5 i %

m a)f(X)=\/)7—% £00 = x5 - 7x°* ff(x)dx-—— X_ — 3 \

b)fe=Vx'+Z  fo=x X jf(x)dx o :

Af0=-%-%  dfw=+l e fw-vx-4 f)f(

X

m Gib diejenige Stammfunktion F der gegebenen Funktion en Gr Qjen Punkt P verlauft.
—>B3 @ fintegrieren und F(x) @ einsetze ¢ in Stammfunktion F(x)
m aufschreiben berec einsetzen
a) fx) =-6x+5 Fx) = -3x*+5x+c FOX) =-3x*+5x-4
P=(11-2) ‘
b) f00) = 12x° F(x) = @ F(x) =
P=(2150) %
o fx)=x*+x d)f(x)=sin )f(x) cos(x) f) fx)=¢"
p=(-3[3) P=( é P=(lle+1)

te Integr d|e Integrationskonstante c gleich null.

m Bestimme das unbesti
- B4 a)J'z(s é ;-r+§+%
b) [y - 2dy = % o) [l

<) f(4e+5f ) Q +5.-——-g* e f(azb'x+c)dx=
m Stellgfe @Funktion F eine Stammfunktion der Funktion fist.

> w1 b) f(x) =3x* ) f(x)=2x d) f)=5
F() =x° Fx)=x*-3 FO)=x+5
F'(x) = 9x* F(x)= F(x)= F'(x) =
Ja[ ] Nein[X] Ja[ ] Nein[ ] Ja[ ] Nein[ ] Ja[ ] Nein[ ]
denn F'(0) # f(x) denn F'()  f(x) denn F'(x)  f(x) dennF'(x)  fx)

m Gegeben ist eine Funktion f. Bestimme eine Stammfunktion von f mittels Technologie.
T a)feo=x-e¢  b)fo=x-sind ) f0=r5 d)f0=InE)firx>0 e)f)=x-2"
I

1 0 Losungen Q] MatheTutor 8. Klasse AHS © HELBLING



Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Teste dich

Unbestimmtes Integral und Stammfunktionen

Bestimme die Konstante a € R so, dass F eine Stammfunktion von fist.

2>W1  a) f(x)=6x" b) f)=a-x’ ) foo=x+1 d) foo)=¢e
Fo)=a-x° F(x) = 20x* FoO)=a-x*+x Fx)=a-e
F'(x) =3a- x* Fo0) = F'(x) = F'0) =
Aus F'= ffolgt Aus F' = ffolgt Aus F' = ffolgt Aus F' = ffolgt
3a- x* = 6x* ~ ~ ~
= a=2 h h h
=a= =a= =a-=

Kreuze alle Stammfunktionen der Funktion f(x) = sin(x) an.

cos(x) -cos(x)+1 | —cos(x)+x | 2-cos(x) -2 cos(x) Qa
[] [] [] [] [] 0

Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen an, wenn F' = f.
b)

&

) I . o .
= G1-G2 ) fist eine Stammfunktion von F. 2F isteine funktion

Fist eine Stammfunktion von f.

f'ist eine Stammfunktion von F.

f"ist eine Stammfunktion von f.

DDDDD

f"ist eine Stammfunktion von f".

Fulle die Kastchen unterVerwendung der
- G4 a) f(2x+3)dx= ‘fxdx+
b) [ex-dx= - [xdx

Schreibe das Integral als on zwei I@Ien.

=64 a) [12f00 - 3g00dx = f(x)dx 3.

[ b)“éf(x)+® [rc - [g0oax
o) 1400 - x1dx &x o [92-82ax 0 [-2700- g0 + heoldx

Bestimme das UQ te Integral und setze die Integrationskonstante c gleich null.

=G5 g) fe‘”‘dx=l®

b) f 3cos(2x)dx =3 - [%sin(Zx)] = %sin(Zx)

C) @‘ = e) IS cos(5x)dx =

sin(3x) dx = f) f—cos(—x)dx =

m Gegeben sind Funktionen fund g mit f(x) = 2 - g(2x). G ist eine Stammfunktion der Funktion g.
Kreuze diejenige Funktion an, die eine Stammfunktion von fist.

F,()=2-GX) F,(x) = G(2x) F,00=2-G2x) | F,x =[GMX]* F500 = [G2X)]?

[] [] [] [] []

Lésungen Q] MatheTutor 8. Klasse AHS © HELBLING 11



A14

A17

12

Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Trainiere weiter

Unbestimmtes Integral und Stammfunktionen

Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen an.

Es gibt eine Funktion f, die genau eine Stammfunktion F besitzt.

Eine Funktion fkann mehrere Ableitungsfunktionen der Gestalt f' + ¢ mit c € R besitzen.

Es gibt eine Funktion f, die einer ihrer Stammfunktionen gleich ist.

Haben zwei Funktionen fund g dieselben Stammfunktionen, so gilt f= g.

Hjjmj|mmjn

Haben zwei Funktionen fund g dieselben Ableitungsfunktionen, so gilt f= g.

Gegeben sind die Funktionen fund g. Kreuze die beiden jedenfalls zutreffenden Aussagen an.
[z + poorax =2+ [0 ax ]
[2-foodx=2- [foodx ]
[f-ndax=2- [fooax []

00 [rooax
800 fg(x) i []
[r2r00 - goordx = 2[fooax - [gooax | []

Fir die drei Funktionen f, g und h gilt: g ist eine Stammfunktion von fund eine Stammfunktion von g.

Erganze die Textllicken im folgenden Satz durch Ankretizen der jeweils richtigen Satzteile so, dass eine
korrekte Aussage entsteht.

Wenn man die zweite Ableitung der Funktion ) bildet, erhaltinan die Funktion @ .

@ @

f
8

f
8

Hjjmjn
Hjjmjn

Gegeben ist diéFunktion f(x) = a - Vx mita€ R\ {0}.
a) Gib eine Stammfunktion von fan.
b)Bestimme fa »Vx da.

Gegeben sind zwei nicht konstante Funktionen F und G, fuir die der Zusammenhang F(x) + G(x) = 1 gilt.
Begriinde, waruni £(x) und G(x) nicht Stammfunktionen ein und derselben Funktion sein konnen.

Kreuze dieFunktionsgleichung an, furr die die Gleichung F = -ferfiillt ist.
£60) =Sin() fo=% foo=% oo =€

/] [] [] []

f(x) = cos(x)

[]

fo)=e™

Gegeben sind die Funktionen fund g mit f) = x* - 3 und g(x) = X{ -3x+1.

a) Zeige, dass g eine Stammfunktion von fist.

b) Erklare, wodurch sich die verschiedenen Stammfunktionen einer Funktion unterscheiden, und gib zwei
weitere Stammfunktionen von fan.

c) Gib die Stammfunktion von g an, deren Graph den Punkt P = (6 65) enthalt.

Losungen MatheTutor 8. Klasse AHS © HELBLING



Judith holtihren Enkelsohn Jakob, der eine Zeichnung
in der Hand halt, vom Kindergarten ab. Die Oma fragt:
.Na, wer ist denn das auf dem Bild, ist das der Kram-

pus?” Jakob antwortet:,Nein, das bist du!”

Zeichnet man zum ersten Mal eine Stammfunktion,
kann es passieren, dass so manch kuriose Kurve das
Licht der Welt erblickt. In beiden Féllen gilt: Ubung

macht den Meister!

Beim grafischen Integrieren wird aus dem gegebenen Graphen einer Funktion fder Graph einer mogli-
chen Stammfunktion F ermittelt. Die folgende Tabelle fasst zusammen, welche speziellen Punkte (Null<
stellen N, Extrempunkte E, Wendepunkte W und Sattelpunkte S) des Graphen von F welchen speziéllen
Punkten der gegebenen Polynomfunktion fentsprechen.

F <« f in Worten

N < ~ Die Nullstellen des Graphen von F entsprechen keinern speziellen Punkt im Graphen
von f.

E « N Eine Nullstelle des Graphen von fwird zu einem Extrempunktim Graphen von F.

W o« E Ein Extrempunkt des Graphen von fwitd Zu einem Wendepunkt im Graphen von F.

S <« N+F Ein Extrempunkt von f, der zugleich.eine Nullstelle ist (d.h. der Graph berihrt die
x-Achse) wird zu einem Sattelpankt im Graphen von F.

Beim Integrieren erhoht sich der Grad einér Palynomfusktionurii 1, d. h. ist der Grad von fgleich n, so ist

der Grad von F gleich n +1.

Deshalb ist es niitzlich, typische Verldtfe von Graphen von'Polynomfunktionen zu kennen.
Den Grad einer Polynomfunktion erhalt man z. B. it der folgenden Faustregel:
Grad f=E+2-S+1, wobei E die Anzahl der Extrempunkte ist und S die Anzahl der Sattelpunkte.

Grad 0 Grad 1 Grad 2 Grad 3 Grad 4
f0 fG) f60 [ f0 | |f f60
: I\
X X X /\ X
\/ \Vi
f
Werkzeuge
W1 Die Graphen der verschiedenen Stammfunk- ~ W3 Beim grafischen 100, FOO

tionen F + ¢ (cER) einer gegebenen Funktion f
unterscheiden sich lediglich durch Verschiebung
in y-Richtung, d. h. die Integrationskonstante c
verschiebt den Graphen nach oben bzw. unten.

W2 Die Stammfunktionen einer konstanten Funk-
tion f(x) = k mit k€ R sind lineare Funktionen
F(x) = k- x +d, wobei d die Rolle der Integrations-
konstanten tibernimmt. Die y-Koordinate des
Graphen einer konstanten Funktion entspricht

also der Steigung ihrer Stammfunktionen.

Integrieren

zu beachten:
Stammfunk-
tionen F einer
Polynomfunk-

/7

tion fmussen
Jrechts’, d.h. fiir
x— o, die glei-
che Monotonie
aufweisen wie f
(siehe Pfeile).

Grundkompetenz: AN-R 3.2

MatheTutor 8. Klasse AHS © HELBLING

13



Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst

Grafisches Integrieren von Polynomfunktionen

Beispiele

m Gegeben ist der Graph einer Polynomfunktion 2. Grades. Skizziere den Graphen einer f\

m Gegeben ist der Graph einer Polyn

14

ihrer Stammfunktionen.

Wie zeichne ich die Stammfunktion einer Polynomfunktion, deren Graph

gegeben ist?

n Senkrechte Linien
durch die Nullstellen
von fzeichnen und

mite,, e, ... be-
schriften

-Gl

Den Graphen der

Stammfunktion F
von rechts begin-
nend bis zur ersten
Linie zeichnen; die
Stammfunktion hat
rechts die gleiche
Monotonie wie f

fist rechts steigend,
d.h. F muss rechts

Linie den Verlauf
von F so dndern,
dass ein Extrem-
punkt entsteht; fiir
alle Linien wieder-
holen

Extrempun
an den Stell

Trainiere weiter

Teste dich

flx /

N W
—~—_

-
N

3
3

An der senkrechten Die Wendepunkte des

Graphen der Stamm-
funktion an den lo
Extremstellen de

tion felnzelcm
akat von Fan
ellex=-1

ebenfalls steigend und x
sein. (= W3)
[\ 44104, Fx) [\ 44709, F&xY 4Jﬂ [\ H 4470, F&x) |
\ 5 \ 5 NP 4 \\ % N s
3 3 | 3 3 7l
9 z 9
1

\ o1/ \ / /\ /| NI\ /]
i Lo N NV s
54 B2 10 : 54 A2 10 - . B EECED ;
; \ . AL N
€ 3 e, N ez | 1 ; ! € [E € 3 ! 2
othlon 3.Gra iere den Graphen einer : & l‘ i
ihrer Stammfunktionen. 3 |
/
Wie zeichne ich eine Stam n einer omfunktlon wenn der gegebene : x
Graph die x-Achse beruhrt Q -1 3/5\1 0 2
n Senkr |en Graphen der An der senkrechten Die Wendepunkte des

durch di

ullstellen

von fzeichnen; eine

dort die x-

Linie mit s beschii
ten, wenn @

beriihrt ite,
we x-Achse

ammfunktion F
von rechts begin-
nend bis zur ersten
Linie zeichnen; die
Stammfunktion hat
rechts die gleiche
Monotonie wie f

Linie einen Sattel-
punkt einzeichnen,
wenn die Linie mit
s beschriftet ist,
und einen Extrem-
punkt, wenn sie mit
e beschriftet ist; fiir
alle Linien wieder-
holen

Graphen der Stamm-
funktion an den lokalen
Extremstellen der Funk-
tion feinzeichnen

1 fist rechts steigend, Extrempunkt von F an Wendepunkt von F an
d.h. F muss rechts der Stelle x=1 der Stellex=0
ebenfalls steigend Sattelpunkt von F an
sein. (= W3) der Stelle x=-2

4 lf( t X) 4 ff)( t Xh \ 4 f( t Xh \ 4 lf( t Xh
i T \ ST \ 1T
| R T L
/ o s 1 s 1
X X X X
-1 -3/p\10 2 -1 -3\ ) -1 -3/7\1, |; -1 -3\l
) / Y|/ /
V N\ 74 N4
f S 3 e f S 9 e f S 9 elT f S 3 elT
T ° Tl > T ° T °

Modellschritte ‘j\"‘]
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Informiere dich

Aufgaben zu den Beispielen

Vollziehe nach Probiere selbst Trainiere weiter Teste dich

Grafisches Integrieren von Polynomfunktionen

Gegeben ist der Graph einer Polynomfunktion 2. Grades. Skizziere den foo2 4
Graphen einer ihrer Stammfunktionen. 1
X

Senkrechte Linien durch die Nullstellen von fzeichnen und mit e,, B’ - 10 ] 4
e, ... beschriften .
Den Graphen der Stammfunktion F von rechts beginnend bis zur :
ersten Linie zeichnen; die Stammfunktion hat rechts die gleiche N
Monotonie wie f
fist rechts ,d.h. Fmuss f f&
rechts ebenfalls sein.
An der senkrechten Linie den Verlauf von F so andern, dass /
ein Extrempunkt entsteht; fiir alle Linien wiederholen X
Extrempunkte von F an den Stellen x = und x = 4
Die Wendepunkte des Graphen der Stammfunktion an
den lokalen Extremstellen der Funktion feinzeichnen
Wendepunkt von F an der Stelle x = G

|5 4f0

Graphen einer ihrer Stammf nkti
Senkrechte Linien du uIIsteIIe fzeichnen; eine Linie
mit s beschriften, wen Graph -Achse beriihrt, und

mit e, wenn er di -Achse sch&
Den G$ Stammfunktion F von rechts beginnend bis zur

Gegeben ist der Graph einer P mfunktl%@SklZZlere den

ersten ichnen; dj mfunktion hat rechts die gleiche
Monoton W|ef

Jury

2 X0 4
1
-3 £
3 \/

[0

[\&)

fistrechts \ ,d.h. Fmuss \
rechts eber@ sein. \

[uly

chten Linie einen Sattelpunkt einzeichnen,
inie mit s beschriftet ist, und einen Extrem-

n sie mit e beschriftet ist; fiir alle Linien

jary

trempunkt von F an der Stelle x =
Sattelpunkt von F an der Stelle x =

Die Wendepunkte des Graphen der Stammfunktion an
den lokalen Extremstellen der Funktion feinzeichnen

w

Wendepunkt von F an der Stelle x =

Lésungen Q] Weitere Aufgaben S]
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Informiere dich Vollziehe nach

Grafisches Integrieren von Polynomfunktionen

Aufgaben

Skizziere den Graphen einer Stamm-
funktion F der gegebenen linearen
Funktion f.

Teste dich

Tipp Jede lineare, nicht konstante Funktion fergibt integriert eine
quadratische Funktion (Grad 2). Der Graph einer Stammfunktion von f
ist daher eine Parabel. (— G 2)

a) fist rechts steigend. b) fist rechts c) fistrechts
Fist rechts steigend.
Fist rechts Fist rechts .
r , ‘(X), F) f\,_, ), F(x) I , fX), F(x)
(YN
\ / X X X
3 \2 /1 0 2 3 2 -1 0 4 =372 -1

P

m Skizziere den Graphen einer Stammfunktion F der gegebenen

Gib den Grad der Stammfunktion an.

- B1
- G2 a) fist rechts fallend. b) fist rechts
w3 Fist rechts fallend.

Fistrech

= GradF=3

\

Gradf=E+28+1=2 Grad :
F\ f00, FOO f00, E

&

sche A@/

chts

/

|st rechts
rad F @ Grad f= = Grad F =

f,

F(x)

\

[uly

'99

[o8]

\

~

Jury

iy

%
iy
/

|

cwm-\ .

f

/

m Zwei der abgebilde@ionen F; sind Stammfunktion derselben Funktion. Gib an, welche.

W1 a) \ F, ( ) / b) ps\ /(x), F(x) /c) ) E(
F3 2 3
/ \ | = :
/F \){/‘ L/ / 2
1 1 ™ 1
S ) [\ [ \
2 /0 3 2 / 4 0 3 2 4 2
1 1 . 1
2 / 2 \ \ 2
2 2 s 2
F4/ \ Fz/ F, \ F
F undF F undF FundF

1 6 Lésungensj
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=>B1
= Wi
-> G2

->B2

->B2
->G1

> W2

Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Teste dich

Grafisches Integrieren von Polynomfunktionen

Skizziere die Graphen zweier Stammfunktionen F; und F, der Polynomfunktion f.

a) ’Wﬁif”mﬁx*w*T b) 37 100 P(/l' < 394700, Fix
2\ | [ 1

\) \ ]
4 B3 Ao \\i /j 4 3 2 10 2 4 4 3 h
TN RN

Ir \/ f

no

Jury

-

w
) =
Lb\h-\\h-\
T

w

Gegeben ist der Graph einer quadratischen Funktion f; er berlihrt die x-Achse. Gib die Stelle an, an der
jede Stammfunktion F einen Sattelpunkt besitzen muss und skizziere einen moglichen Graphen von F.
a) Sattelpunkt: x, = 2 b) Sattelpunkt: x;, = ) Sattelpunkt: x, = d) Sattelpunkt: x, = 0
L 4100, Foo f 200, oo o, A_ FOONFCO
F X f
3 o34
0 4 1
\ \ / /

-
no

[\
il
|
S
1
w
~
1
i

L/ \ :

\\ 3 2 -1 0 2 0 1 2 4
1

1

IS
N

Gegeben ist der Graph einer Polynomfunktion oglichen Graphen von F.

a) f : f(&%i) b) /
5 5 Yo +
J

Skizziere den ra&yer mogli ammfunktion F der abgebildeten konstanten Funktion f.
\ x)

0, F(0) d) | 00, Fm /

Jury

2 \ i Y T2 4
£

[isy

w
w

a) 4 4f(x), F(x) C) 4 4f(x), F(x) d) 4 4f(x), F(x)
: X : X f B X
-4 -3 -2 - -4 -3 -2 -10 : 4 -4 -3 -2 10 : 4 -4 -3 -2 -10 : 4
2 / 2 2
L/
&is er Graph von f', der ersten Tipp Um Eigenschaften der Stammfunktionen einer grafisch
iting der Polynomfunktion f. Kreuze gegebenen Funktion zu erkennen, zeichne den Graphen einer
die zutreffenden Aussagen an. Stammfunktion und verschiebe ihn im Kopf nach oben und unten.
fist monoton steigend im Intervall [1; 3]. [] A 3/
fhat jedenfalls mindestens zwei Nullstellen. [] \ . /
fhat ein lokales Minimum an der Stelle x = 3. [] ; — 1
Es kann sein, dass fkeine Nullstellen besitzt. [] X
fist monoton steigend fir x < -2. [] 3

Lésungen Q:) MatheTutor 8. Klasse AHS © HELBLING 17



Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Trainiere weiter

Grafisches Integrieren von Polynomfunktionen

m Gegeben ist der Graph der ersten Ableitung einer Polynomfunktion f. Kreuze die beiden zutreffenden

Aussagen an. ) Ik
24
Der Graph von fhat genau zwei Extrempunkte. [] .
fist streng monoton steigend fir x > 2. [] I— I—Ed
S f4 -3 2 -10N\2 23 4 5
Der Graph von f hat einen Hochpunkt an der Stellex=0. | | ™
-2
Der Graph von fhat zwei Wendepunkte. [ ] N
fist eine Polynomfunktion 3. Grades. [ ] 4

m Gegeben ist der Graph der Ableitung f* einer Funktion f. Erganze die Textllicken im
folgenden Satz durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile so, dass eine korrekte

Aussage entsteht.

AndenStellen @ besitzt die Funktionf @ .

@ @
x=0undx=3 |[ | [ ]| Nullstellen

x=0undx=2 |[[ ] [ ]| lokale Extremstellen

x=1lundx=2 |[[ ] [ ]| Wendestellen

m Gegeben ist der Graph einer Funktion f. Zeichnediejenige Stammfunktion 34500
von fein, deren Graph durch den Punkt P = (34-1) verlauft. 2]
14
X
B2 a0 1 2 3 4
7 3
_ZA
_3A
m Gegeben ist der Graph‘@iner Stammfunktion f. Zeichne diejenige Stamm- 34700
funktion von fein, deren Graph durch denPunkt P = (-11 1) verlauft. o

m Gegeben ist der'Graph einer Polynomfunktion f.

a) Giban, welchen Grad die Stammfunktionen von fhaben.
b) Skizziere zwei mogliche Stammfunktionen von f.
¢) Kreuze die zutreffenden Aussagen an, wenn F eine Stammfunktion von fist.

Es gibt Stammfunktionen von f, die zwei voneinander verschiedene ] f A

Nullstellen besitzen.

Jede Stammfunktion von fist monoton steigend in x€R.

Der Graph jeder Stammfunktion von fverlauft durch den Ursprung.

Der Graph jeder Stammfunktion von f besitzt einen Sattelpunkt an
der Stelle x = 0.

Es gibt Stammfunktionen F mit der Funktionsgleichung
FX)=a-x*+b-x+cmita, b, cER\{0}.

(1| O] LI
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Grundlagen

G4

Bestimmtes Integral

- - - -

Um ein einfaches Ergebnis einer Einnahmen-Ausgaben-
Rechnung zu erhalten, z.B. fiir den privaten Haushalt
oder fur ein Unternehmen, reicht es, die Daten als Liste
in ein Tabellenkalkulationsprogramm einzugeben und
den £-Button zu driicken. Die Abrechnung wird dann
automatisch vom Programm erstellt.

Die,Abrechnung” von Flachen oberhalb und unterhalb
der x-Achse geschieht ebenfalls automatisch, und zwar
mit dem bestimmten Integral.

b
Das bestimmte Integral fa f09)dx einer Funktion fvon a bis b F00 |

entspricht der Summe der Flacheninhalte zwischen dem Gra-
phen von fund der x-Achse oberhalb der x-Achse minus der /
Summe der Flacheninhalte unterhalb der x-Achse. Die Stellen a / \
und b werden Integrationsgrenzen genannt. Der Integrand f(x)
gibt an, welche Funktion integriert wird, und am Differenzial dx . iz
erkennt man die Integrationsvariable (in diesem Fall x). ‘ ‘ \

sagt, rt des bestimmten Integrals
n in ei ige Stammfunktion von fberech-
F(x) M

n,indem man es in zwei oder mehrere Integrale

Beispiel: Das bestimmte Integral der Funktion fvon x =1 b|s

=9 (siehe Abbildung) ist fl fO)dx=A,-A,+A,

Der Hauptsatz der Differenzial- und Integral
einer Funktion fin [a; b] durch das Emsetzerwi
net werden kann.

Das bestimmte Integral kann schntt besti
zerlegt. Es gilt:
f f(x)

e zwisch

f(X)dx+ f(x)dx

wobei z € R eine belie geS blst alsoa<z<b

Fir das besti @qral gelten déchen Regeln wie fiir das unbestimmte Integral.

[Ptk roonax = k- [ poox

0 f [fx) £ g09)ldx = ff(x)dx+f g0x)dx

Werkzeuge 00

Grundkompetenzen: AN-R 4.2 + 4.3

s( die Flachenteile zwischen Graph und x-Achse aus einfachen geometrischen Figuren, kann das
immte Integral mithilfe der Flacheninhaltsformeln bestimmt werden.

Rechtwinkeliges Dreieck Allgemeines Dreieck Trapez

C

a

(a+tc)-h

-abo —an _
A= A= A= 5

MatheTutor 8. Klasse AHS © HELBLING
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Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Trainiere weiter

Teste dich
Bestimmtes Integral
Beispiele
Gegeben ist der Graph einer Funktion f, deren Nullstellen markiert sind. Die Inhalte \ 1 fop s 20
der Flachenteile zwischen dem Graphen von fund der x-Achse sind im Diagramm . 1.p
. 6 -\ p 4
angegeben. Bestimme f_lf(x) dx. A 13 \

Wie ermittle ich den Wert eines bestimmten Integrals, wenn die Inhalte der vom

(4 NI}

Graphen und der x-Achse eingeschlossenen Flachen bekannt sind?

n Erkennen, welche Flacheninhalte addiert und welche subtrahiert werden miissen
Der Flacheninhalt 1,57 muss addiert werden, da die Flache oberhalb der x-Achse liegt.

Die Flacheninhalte 2,43 und 8,87 miissen subtrahiert werden, da die Flachen unterhalb der x-Achse Ilege

Das bestimmte Integral aus den gegebenen Flacheninhalten berechnen

6
J i reodx=-243+1,57-887=-973 /

&
\O
Q&

m Gegeben ist der Graph der Funktion f. Gib den Wert des bestlmmte@ ‘

=y

f_zf(x)dxan.

-2 -

10

Wie ermittle ich den Wert eines bestimmten Integrals mi @)
Flachenformeln fiir geometrische Figuren?

fix

im gegebenen Intervall schraffieren, dur eriere

=y

Alle Flachen zwischen dem Graphen der & f

Inhalte mit den passenden FIachenfo? ech

E>

(4+3)-2

.. Trapez = A, =

7 relec (= W1) 2 -

10

2

Das bestimmte Integral als Su der schra lachen
angeben, dabei Flachen @alb der x-Ac addieren und

Flachen unterhalb der x- subtrahi
[ fodx=4,-4,-= 7@ é
m Gegeben ist di &(x) 0,5x. éme aER™ 50, dassf fGodx =1 ergibt.

Wie ermittle Integra enze, wenn der Wert eines bestimmen Integrals gegeben ist?

n Das Integral bere d den erhaltenen Ausdruck vereinfachen

f 0,5xdx =0, —

2 Den ber, n Term mit dem Wert des bestimmten Integrals gleichsetzen und die Gleichung I6sen

0,25 a=2 (Die zweite Losung a = -2 kann wegen der Vorgabe a > 0 ignoriert werden.)

®

F(

3
m Xt er Graph einer Stammfunktion F von f. Berechne _fo fCodx.

O WO\

Wie ermittle ich den Wert eines bestimmten Integrals einer Funktion f, wenn der

Graph einer Stammfunktion F gegeben ist?

U

10

i

Das bestimmte Integral in der Form F(b) - F(a) aufschreiben /

fosf(X)dx =F(3)-F(0) (— G2) fl

F(a) und F(b) aIsy-KoordinatenBaus dem Graphen ablesen und in den Ausdruck einsetzen
F(0) = 4 und F(3) = -2, daher ist fo foodx=-2-4=-6

20 Modellschritte S—J
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Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Trainiere weiter Teste dich

Bestimmtes Integral

Aufgaben zu den Beispielen

m» Gegeben ist der Graph einer Funktion f, deren Nullstellen markiert sind. . 1o
Die Inhalte der Flachenteile zwischen dem Graphen von fund der \
5 1 2,6
x-Achse sind im Diagramm angegeben. Bestimme f_lf(x) dx. 0.32 .
10N 1 2 4
n Erkennen, welche Flacheninhalte addiert und welche subtrahiert / h ii/ \
werden miissen /f 2 \
Die Flacheninhalte und missen werden,
da die Flachen der x-Achse liegen.

Der Flacheninhalt muss werden, da die Flache 6
der x-Achse liegt. 0@

Das bestimmte Integral aus den gegebenen Flacheninhalten berechnen / &\

5
[ireoax- : N\ 10
m» Gggeben ist der Graph der Funktion f. Gib den Wert des bestn@egral 10
I_Zf(x)dx an. 0 0 ;
n Alle Flachen zwischen dem Graphen der Funktion x-Achs e 2 -1 10 ; 4
im gegebenen Intervall schraffieren, durchnummegiéken und |hr;\ -

Inhalte mit den passenden Flachenformeln b

A ... = A, = &
A, ... =A4,= 0

Das bestimmte Integral als S schra chen angeben, dabei Flachen oberhalb der
x-Achse addieren und Flachen rhalb subtrahieren

f_zf(x)dx:A A —

m» Gegeben ist &nonf(x) éstlmme a€R™* so, dass f fGdx = 27 ergibt.
n Das In rechne&n erhaltenen Ausdruck vereinfachen

Den berech@\rm mit dem Wert des bestimmten Integrals gleichsetzen und die Gleichung I6sen

&

4
ist der Graph einer Stammfunktion F von f. Berechne f_zf(x) dx.

= a=

F(x l

!
N
—

as bestimmte Integral in der Form F(b) - F(a) aufschreiben x

4
Jfeodx=FC H-FC

iy

ﬂ F(a) und F(b) als y-Koordinaten aus dem Graphen ablesen und in
den Ausdruck einsetzen

FC )= undF( )= ,daherist_[_if(x)dx= - -
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Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Teste dich

Bestimmtes Integral

Aufgaben
m Gegeben sind der Graph einer Funktion fsowie die Inhalte von Flachen- 54700
teilen, die der Graph mit der x-Achse einschlief3t. 4
:))GB: Ermittle den Wert des bestimmten Integrals. 3
0 3 24
a) f_zf(x)dx = d) f_zf(x)dx = N 8
3 4 1,07 X
b)fof(x)dx: e) fof(x)dx: 5 5 o1 2 4
4 4 -1\ 3,15
o) [, foodx= f) [ foodc- f ]

m Schétze anhand der Gro3en der Flachenteile zwischen Graph
und x-Achse ab, ob der Wert des gegebenen bestimmten

Integrals positiv, negativ oder gleich null ist, und setze das
entsprechende Zeichen (<, > oder =) ein. Alle Nullstellen von f
sind ganzzahlig.

a) f_f foodx 0 d) f_szf(x) x| 0
-1 4 4
b) [ foodx 0 e [ feodx 0 9 [Trooax o

Q) fjlf(X)dx 0 f) jf’ff(x)dx 0 h) fjf(x)dx 0

m Gegeben ist der Graph

einer Funktion f mit
f(=x) = -f(x) fur alle xER.
Setze <, = oder > so ein,
dass eine wahre Aussage
entsteht.

Tipp Sowohl beiFunktionen mit f(-x) = -f(x)
(punktsymmetrisch zum Ursprung) als auch bei
Funktionen mit f(-x) = f(x) (achsensymmetrisch
bezlglich der y-Achse) sind einander entsprechen-
de Fldchenteile links und rechts von der y-Achse
gleich groB.

0 2 2 1
a) [foodx 0 b) [ fedax o o [Tfeodx 0 d) [ fooax o
A4 Gegeben ist der Graph einer Funktion f mit f(-x) = f(x) fir alle xeR. foo
Setze <, = oder > so €in, dass eine wahre Aussage entsteht. X

- % a0 12
a) [Croadfimoac  afs fwax [ oo / —& \
f -2

b) [reoax [ rooax & @ [Creoax [ roax

3
Gegeben ist der Graph einer Funktion f. Bestimme f_gf(x) dx.

- B2
a) Ly

7 116 b) 2 400 <) 2 4700
=4 A
" OR;. ! 1 1+
X X X

tf _T ] 0 T T _I _I ] 0 T _I _I _T 0 T T
3472 1 3 3 -2 1 2 3 3 -2 -1 1 2\ 3
I N 1A, \ -1 \

-2 2 -2

. : C +
A12(2+21) 2_4 A== A = =

. C +
a=t2-y A, = - e —
IS()dx—3-4—-1 IS()dx— = fg()dx- =
_f00dx= - f0dx= - f00dx= h
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Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Teste dich

Bestimmtes Integral

m Berechne den Wert des bestimmten Integrals.

262 a) [Cadax=4-%'=4-2-(a1)-2 d) [ edx=

b) f13x3dx:"—‘ - - e) [ sin(dx =

<) I_zl 5xdx = f) f_i cos(x)dx =

Berechne den Wert des bestimmten Integrals mittels Technologieeinsatz.

T I_(ix-exdx b) [[Inodx <) fOS\/xzﬂdx d) fog[sin(x)-cos(x)]dx e) f1223*dx

m Bestimme die Zahl a, a€ R" so, dass die gegebene Gleichung erfiillt ist. 0%
=>B3 ) f:xdx =8 @ Integral berechnen @ Gleichung lésen / &\

‘z_/—.; §|Z:8 a=+4

L2 Da laut Angabe a > 0 gilt,
m %_ -8 ist a = 4 die einzig 2
&,

(=]

b)fla(ixdx=9 c)f;3x2dx=27 d)fola-x%ix=5 e)!@x:dx=

m Kreuze die beiden Ausdriicke an, die denselben Wert I s Integral PN, obei a, b € R*.

b
>G4 )= ja [2 - F0) - g0l dx

[72-fooax- goo O

Z-I;[f(x)-g(x)]dx Q
2. f:f(x) dx - f: g0 dx
Z-Lf[f(x);'g(x)]dxﬁ

2 [ ooax- [ gloax Db

m Die Abbil tden (Z@iner Stammfunktion F der Funktion f. \F o

Jury

Bestimme d td Integrals. .
B4 estimme ae ertaesg en Integrals \
3
a) fl fo0dx = F3) —1@1 =2 \ }
1
b) [, f00dx = o

3
o [ foodes

no

m Die nebenstehende Tabelle enthdlt einige Wertepaare einer Stammfunktion | x -1, 0 | 2|5 |8
F der Funktion f. Bestimme den Wert des gegebenen Integrals. F(x) | 3 1| -4
a) [ 7 dx b) [ fwax 0 [} fwadx d) [ fo0dx
F(2) - F(0)
=-4-1=-5
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Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Trainiere weiter

Bestimmtes Integral

3
Bestimme den Wert des bestimmten Integrals I = Io (-x*+2x - 5)dx.

=

2
Bestimme den Wert des Koeffizienten a € R so, dass die Gleichung fo (a-x-1)dx =10 erfillt ist.

a=

Gegeben ist eine Funktion f, deren Graph symmetrisch in Bezug auf die
y-Achse ist.
Der Inhalt der markierten Flache betragt A = 2. Bestimme den Wert des
Integrals I.

I= 3,5m dx =
“J-on foodx=

Gegeben ist der Graph einer Funktion f. Beide markierten Flachen haben den gleicheri inhalt A. Kreuze die
beiden zutreffenden Aussagen an.

[ rooax=o. (] 10
0 a-1
Poorecfs e |0 /
0 0 ‘ 7 -
Jutorse[oac |01 07T
0 a N
Jomur=[gwas | R\
a-1 f N
., readx>o []
Die nebenstehende Tabelle enthalt einige Wertepaare einer Stamin- x 2l ol 2] a
funktion F der Funktion f. Bestimme den Wert des Integrals.
4 Fx) | 4| 0 | 3 |1
J3so0ax-

4
Von einer Funktion fist bekannt, dass fo f00 dx =13. Bestimme den Wert des bestimmten Integrals I.

4
I= jo [-2f(0) + 6x] dx =

Gegeben ist eirie Funktion fund eine ihirer Stammfunktionen F. Folgendes ist bekannt:
4
. L fO)dx =20

*F1)=5
Bestimme den Wert E(4).

F4) =

Gegeben ist eineunktion f, die sich aus zwei Abschnitten zusammensetzt. F00
Im Intérvall [0; 2] ist fGO = 2 - 0,5x* und im Intervall [2; 5] ist flinear. 2

Gib die Werterder Integrale an. 1

a) fo s ax= ERER N
) 7

b) [ foodx =

o [ foodx=
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achsensymmetrisch 22 Hauptsatz der Differenzial- und Integral-
Alternativhypothese 103 rechnung 19
Anfangsgeschwindigkeit 43 Hypothese(ntest) 103
Anfangswert (Differenzengleichung) 67
Anteilstest 103 |
Approximation durch Normalverteilung 93 innere Funktion 55
Integral
B - als Grenzwert 61
begrenzte/s Wachstum/Abnahme 67 - bestimmtes 19, 25
Beschleunigung (Funktion) 43 — unbestimmtes 7
beschrankte/s Wachstum/Abnahme 67 - zuruckgelegter Weg 43
bestimmtes Integral 19, 25 Integrand 19, 55
Binomialverteilung 93 Integrationsgrenzen 19
- Approximation durch Normalverteilung 93 Integrationskonstante=7
Integrationsregeln 7,19
D <“Grundtypen von Funktionen 55
Dichtefunktion Integrationsvariable 19
— einer Normalverteilung 79 Integrieren 7
- einer Wahrscheinlichkeitsverteilung 79 - grafisches 13
Differenzengleichung 67 - Regeln 19
Differenzial 19 frrtumswahrscheinlichkeit 103
diskretes Modell 67
Drehellipsoid 37 K
Drehhyperboloid 37 Konfidenz(intervall) 97
Kosten(funktion) 49
E kritischer Wert (Hypothesentest) 103
Erlos(funktion) 49
Erwartungswert{Normalverteilung) 73,79, 93 L
Erwartungswert (Hypothesentest) 103 lineare Differenzengleichung 67
lineare Substitution 55
F linksseitiger Test 103
Flacheninhalt
- Formeln 19 N
- zwischen Funktionsgraph und -Achse 25 Normalverteilung 73
- zwischen zwei Funktionsgraphen 31 Nullhypothese 103
G o)
Gaul¥’sche Glockenkurve 73,79 Obersumme 61
Geschwindigkeit (Funktion) 43 Ort (Funktion) 43
Gewinnfunktion 49 Ort zum Zeitpunkt t =0 43
grafisches Integrieren 13
Grenze (Differenzengleichung) 67 P
Grenzerlds(funktion) 49 Parameter (Normalverteilung) 73,79
Grenzkosten(funktion) 49 partielle Integration 55
Grundtypen von Funktionen 55 punktsymmetrisch 22
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Q

Querschnittsflache eines Kérpers 37

R

rechtsseitiger Test 103

relative Haufigkeit (Hypothesentest) 103
Restkapazitat 67

Rotationskorper 37

S

schlieBende Statistik 97

Schranke (Differenzengleichung) 67
Sicherheit (Konfidenzintervall) 97
o-Umgebung 93

Signifikanzniveau 103
Stammfunktion 7

Standardabweichung (Normalverteilung) 73,93

Standardnormalverteilung 73,79

Stichprobenumfang (Hypothesentest) 103

Substitution(smethode) 55
Symmetrie (Funktionen) 22
symmetrisches Intervall (um u) 87,93

T

Transformation (Normalverteilung) 73

U

unbegrenzte Anderung 67
unbestimmtes Integral 7
Untersumme 61

Vv

Verkettung von Funktionen 55
Verteilungsfunktion

- einer Normalverteilung 79

- der Standardnormalverteilung. /79

Z

z-Transfofrmations73
Zufallsvariabled{Nermalverteilung) 73
zweiseitiger Test 103
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