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So begleitet dich dein MatheTutor

Ein Tutor begleitet durch den Lernprozess und hilft,
wenn es schwierig wird.

Dieses Buch ist dein Tutor auf dem Weg durch die
7. Klasse und Richtung Mathematik-Matura.

D Informiere dich

Ein kurzer Text stimmt dich auf das Kapitel ein.

Die Grundlagen @) benétigst du im ganzen Kapitel.
Lerne oder wiederhole sie, bevor du loslegst.
Praktische Werkzeuge @ stehen dir fiir einzelne
Aufgaben oder Losungsschritte zur Verfligung. Dein
MatheTutor weist dich darauf hin, wenn es sinnvoll ist,
sie einzusetzen.

Du erfahrst hier auch, welche Grundkompetenzen €
du in diesem Kapitel trainierst.

p Voliziehe nach

4 Komplexe Losungen algebraischer Gleichungen

Beispiele

XD o5 cic auadratische Gleichung 9x* - 12x+5 =0in C.

Trainiere weiter Testédich

Wie I8se ich eine quadratische Gleichung mit komplexen Zahlen als Lésungen?

Die Koeffizienten a, b und c der allgemeinen Form a - x*+ b - x-+¢ - 0 ermitteln
a=9;b=-12c=5

Bl DieWertefiira, b und cin die passende L5 fiir
Lésungen in der Form a+ b - i anschreiben
Wir iibernehmen die Losungsformel aus - G4:
_C12)#\(-12)°-4-9-5 _12+V-36 _12+V36-/ 1 _1246+0
- 29 18 18 Bt

=214

einsetzen und die

Xip

L x, o126 2 6 2 1

Musterbeispiele @ zeigen dir Schritt fiir Schritt, wie
du fir das Kapitel typische Aufgaben I6st.

Leitfragen @ helfen dir zu erkennen, um welche
mathematische Fragestellung es sich handelt.

Modellschritte @ schliisseln die Losung anschaulich
auf und unterstltzen dich dabei, den Lésungsweg
vollstandig nachzuvollziehen.

Hinweise zum Ausfiillen

0 Die Koeffizienten a, b und c der allgemeinen Form a - x*+ b- x + ¢ =0 ermitteln

Komplexe Losungen

algebraischer Gleichungen

Bewegt man sich auf der Erdoberfliche, so scheint
diese flach zu sein. Erst wenn man den Wahrnehmungs-
bereich vergroBert und die Erde z.B. aus dem Weltall
beobachtet, erkennt man ihre annshernde Kugel-
gestalt.

Mit algebraischen Gleichungen verhlt es sich ahn-

lich: Eine VergroBerung des Zahlenbereichs bringt

neue Lisungen zum Vorschein, die man vorher nicht
gesehen hat.

Grundlagen

Die Zahlen Csind al

derreellen Zahlen R, d.h. Rc C.
Das erkennt man insbesondere daran, dass eine komplexe Zahl a+b - i mit b = 0 eine reelle Zahl ist.
Die reellen Zahlen sind also vollstandig in den komplexen Zahlen enthalten.

Der Algebra besagt, dass ei i ichung
@, X'+, X'+ o+ a, - x+ a, = 0 mita, = 0 mindestens eine Lsung aus der Menge der komplexen
Zahlen besitzt. Als Folge davon kann die linke Seite einer algebraischen Gleichung mit den Lésungen

%, %, ., x, Uber den komplexen Zahle ithil Li o) (X ) - ) =0
geschrieben werden.

Beispiel: Die Gleichung x’ - 3x + 7x - 5 = 0 hat die Lésungen x, = 1,x; = 1 + 2i, x, = 1 - 2/ und kann daher
auchals (x - 1)+ [x - (1 20] - [x - (1 - 20)] = 0 geschrieben werden.

@ Werkzeuge

W1 Mit derimaginaren Einheit i - /=Tistes W2 Der Satz von Vieta gibt den Zusammenhang zwischen
méglich, jede Wurzel der Form y=a mit den Koeffizienten p und q einer quadratischen Glei-
a>0als komplexe Zahl der Form /i - izu chung der Form x* + p- x + ¢ = 0 und ihren Lsungen
schreiben. x; undx, an:

Beispiel: V-9 = V9 - (-1) = v§ - /-1 = 3i X +X,=-pund

XX =q

vatetuor e msoresne 145

e Grundkompetenzen: AG-R 1.1 + 1.2, AG-L 2.8

B Probiere selbst

Vollziehe nath Probiere selbst Trainiere weiter Teste dich

Komplexe Lésungen algebraischer Gleichungen m

Informiere dich

Aufgaben zu den Beispielen

Lése die quadratische Gleichung 4x* - 4x +50 = 0in C.

a=| b=l e=

A DieWertefiir a, b und cin die passende Losungsformel einsetzen und die Lsungen in der Forma + b - i
anschreiben

Xip =

Losungen:x, =— (' — | =—(— undx=—( — |=—( —-

Die Aufgaben zu den Beispielen @ sind wie die Mus-
terbeispiele aufgebaut und ermdglichen es dir, selbst
erste Aufgaben zu I6sen.

Eine weitere Probiere selbst-Seite findest du online.

In kleinen Késtchen tragst du Zahlen oder kurze Terme ein. Achte dabei  4x =3 0,25 (-2)
besonders darauf, keine Vorzeichen oder Klammern zu vergessen.

In groBBen Kastchen tréagst du Zahlen mit vielen (Nachkomma-)Stellen,

langere Terme oder Briiche ein.

-3,1416

\ a? + b? E -L
z &

In Kreisen tragst du Vorzeichen und Operatoren ein, d. h. die Zeichen: + 2 o+

+—:-<>><=¢=||J_><

Du kreuzt leere Kastchen an, um die zugehdrige Aussage als richtige

Losung zu markieren.

Auf Schreibzeilen hast du Platz fiir ganze Rechenzeilen oder Text.

[ X

-2x = -48 [:(-2)
Der Gewinn betragt 2,74 Euro.




Komple

I i et i
IEED)  ose die Gleichung -1 - 27 - 0 iber der Grundmenge C.
Komplexe Losungen algebraischer Losungen:
Aufgaben IEED)  von einer quadratischen Gleichung x* +p x4 = 0 it p, € R kennt man eine Losung x, - i Kreuze die
2utreffenden Werte fir p und g an.
IED b cen gegebenen Warzelausdruck v=a als imaginire Zah, d.h.in der Form va + i, an. [ p=1.9=0 [ p=0.=-1] p-1.4-1 [ p-0.g=1 [p=-14-0 p-0,4-0 | |
SWi e a7t == ol ol ol ol ol o]
i =
[B_B. -5 1. .
BB T3 ] (R Von einer algebraischen Gleichung mit reellen Koeffizienten kennt man die zwei Lésungen x, =1 und
- [y . . =5 =45 i Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen an.
V3 NS oZ w0 S k3 z i Kreu u 9
s liegt eine quadratische Gleichung vor. O
m Berechne alle Losungen der Gleichung iber der Grundmenge €, indem du sie nach x* umformst. Eine weitere Losung der Gleichung lautet x; =4 +5 - { O
EEE) P ——— —— e = Es handelt sich um eine Gleichung vom Grad 3 oder hoher. ]
By 121 20 o - o :\’*: ) und V‘* Es gibt eine algebraische Gleichung, die nur die beiden Losungen x, und x, besitzt. | [ ]
T T Eine weitere Lsung der Gleichung istx, = -1. 0
€ 4x+25=0 = ﬁx\:\‘ = und x, = v\

Jemand behauptet, dass die reclle Zahl z = 8 keine komplexe Zahl ist, da sie keinen Imaginérteil besitzt.

d)x'-36=0 )X 0 f)-e-20-0 giaez=0 Entscheide, ob diese Behauptung richtig oder falsch ist, und gib eine Begriinduing fiir deine Entscheidung an.

121

m Berechne alle Losungen der Glei-  Tipp Lose eine Gleichung a-x*+ b x-+c = 0 bei a= 1 mit der kleinen 9

chung iber der Grundmenge C. Lésungsformel. Verwende ansonsten die groBe Lésungsformel.
S8

Erganze die Textliicken im folgenden Satz durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile so, dass eine
korrekte Aussage entsteht.

Eine algebraische Gleichung 3. Grades x' + b-x' + ¢ - x + d= 0 mit reellen Koeffizienten besitzt auf jeden Fall

[ ax-2es0m0=x,=- P {Posom1avm =17 _ O ,dasienur __@ _habenkann.
b) - Bx+41=0 =, :774\};, sk ® )
R o x= mindestens eine reelle Losung | ]| |[]| 0oder2Losungen aus C\R

X +18x+117=0  d)S¢+4x+4=0 @) 16x*-32+17=0  f) - -16x-2P =0 Senau eine reelle Losung T [Tl eine tosungaus \R

m Gegeben ist eine Gleichung vom Grad n » 3. Berechne alle Lésungen iber der Grundmenge C. o e gl | N O O\ e et
Die letzte Seite jedes Kapitels bietet dir typische Prii-

Lose die Aufgaben der Reihe nach, sie bauen oft fungsaufgaben, wie bei Schularbeiten und bei der
aufeinander auf. Damit trainierst du die Grund- Matura.
kompetenzen des Kapitels. Fiir diese Seite solltest du immer ein eigenes Blatt fiir
Die Tipps @ deines MatheTutors solltest du im die Erstellung der Losungen bereithalten.
Hinterkopf behalten. Auf dieser Seite gibt es keine Hilfestellungen in Form
Musterlésungen @ sind griin hinterlegt. von Tipps und Symbolen mehr.
Online findest du Lésungen mit Hinweisen und In den Online-Losungen findest du auch fiir diese Seite
Erklarungen. Lies sie, auch wenn du die Aufgabe Hinweise und Erklarungen. Lies sie, auch wenn du die
richtig gel6st hast. Sie helfen dir oft bei den ndchsten Aufgabe richtig gelost hast.

Aufgaben.

Symbole

m Flr Zwischenschritte, Nebenrechnungen, - B2 Mit dieser Aufgabe wiederholst und festigst
Ergebnisse bendtigst du hier ein eigenes Blatt. du Modellschritte aus einem Musterbeispiel.

T Diese Aufgabe wird durch Technologieeinsatz - G2 Diese Aufgabe behandelt eine der Grund-
leichter. lagen aus Informiere dich.

‘T’ Diese Aufgabe erfordert Technologieeinsatz. - W2 Hier verwendest du eines der Werkzeuge aus
Dieser wird in den Losungen erlautert. Informiere dich. Schlag es bei Bedarf nach.

Online-Angebot

Wie du Zugang zum Online-Angebot erhdltst, erfahrst du auf der inneren Umschlagseite des MatheTutors.

Losungen Losungen zu allen Aufgaben der aktuellen Seite mit Hinweisen und Erkldrungen,
auch zum Technologieeinsatz

Weitere Aufgaben Eine weitere Probiere selbst-Seite zum jeweiligen Kapitel. Beschaftige dich bei
Bedarf noch intensiver mit den Musterbeispielen.

Modellschritte Die Modellschritte aus allen Kapiteln in einem Dokument praktisch zusammen-
gefasst, zum Nachschlagen, Lernen und Uben
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Du findest auf dieser Seite Fachbegriffe, die dir beim Lernen begegnen kénnen, aber im Stichwortverzeichnis des

MatheTutors nicht vorkommen.

Dein MatheTutor gebraucht die gleichen mathematischen Fachbegriffe, die auch von deinem Schulbuch, deiner
Lehrerin bzw. deinem Lehrer sowie in der schriftlichen Mathematik-Matura verwendet werden. Manchmal gibt

es mehrere gleichwertige Ausdriicke fiir Dasselbe. Da Geschmécker bekanntlich verschieden sind, kommt es vor,
dass Erklarungsbedarf besteht. Es gibt auch Begriffe, die nicht alle einsetzen, weil man die Mathematik sowohl mit
diesem Begriff als auch ohne ihn erfolgreich meistern kann.

Damit dadurch keine storenden Missverstandnisse auftreten, sind auf dieser Seite Ausdriicke erldutert, die nichtin
allen Schulbiichern oder bei allen Lehrerinnen und Lehrern gleich verwendet werden. Wenn du auf einen dieser
Begriffe stof3t, erfahrst du hier, wie du ihn bei der Arbeit mit dem MatheTutor einordnen kannst.

abgeschlossenes Intervall (Kapitel 5-15): ein Intervall,
dessen Grenzen zum Intervall gehdren (eckige Klam-
mern), z.B. 1= [0; 5]

Funktionsterm (Kapitel 2-15): der Term in der Funk-
tionsgleichung, der angibt, wie die abhédngige Variable
aus der unabhangigen errechnet wird, z.B. ist x* - 1
der Funktionsterm der durch die Funktionsgleichung
f(x) = x* - 1 definierten Funktion.

Ereignisraum (Ergebnisraum) (Kapitel 19): Grundraum Q
Exponent: Hochzahl
Exzentrizitat, lineare (Kapitel 18): Brennweite

gerade Funktion (Kapitel 13): Funktion, deren Graph
achsensymmetrisch (bzgl. der y-Achse) ist

Hauptscheitel (Kapitel 18): Die Punkte A = (a|0) und
B = (-a|0) einer Ellipse oder Hyperbel, deren Brenn-
punkte auf der x-Achse liegen

Linearfaktorform (Kapitel 2): Linearfaktorzerlegung

monoton wachsend/streng monoton wachsend
(Kapitel 9-12, 14): monoton steigend/streng monoton
steigend

Nebenscheitel (Kapitel 18): Die Punkte €= (01b) und
D = (0]-b) einer Ellipse oder Hyperbel, deren Brenn-
punkte auf der x-Achse liegen

offenes Intervall (Kapitel 5-15): Intervall, dessen Gren-
zen nicht zum Intervall gehioren (runde Klammern), z.B.
I=1(0;5)

Optimierungsaufgabe (Kapitel 15): Extremwertaufgabe

Scheitel(punkt) (Kapitel 18):

einer Parabel: der Schnittpunkt der Parabel mit ihrer
Symmetrieachse

einer Ellipse oder Hyperbel siehe Hauptscheitel und
Nebenscheitel

Terrassenpunkt, -stelle (Kapitel 8): Sattelpunkt, -stelle

Termdarstellung einer Funktion (Kapitel 2-15): Funk-
tionsgleichung in der Form f(x) = Funktionsterm, z.B.
fo=x*-1

ungerade Funktion (Kapitel 13): Funktion, deren Graph
punktsymmetrisch bzgl. des Ursprungs (010) ist

Wahrscheinlichkeitsfunktion (Kapitel 20, 22): Wahr-
scheinlichkeitsverteilung



Tipps und Hinweise zu den Aufgaben

Zwei wichtige Tipps fiir das Losen der Aufgaben

Verwende die L6sungen, um etwaige Unklarheiten zu beseitigen. Tu das aber erst, nachdem du die Aufgabe
selbststandig probiert hast.

Skizzen und Nebenrechnungen sind ein wichtiger Bestandteil jeder mathematischen Uberlegung. Nimm ein Blatt
Papier zur Hand, wenn der Platz im Buch nicht ausreichen sollte.

Aufgabenformate im Teil 1 der Matura

Formate Hinweise Beispiele

Offenes Formuliere eine Antwort in eigenen Worten, z.B. wenn eine Erklarung, | Seite 12 A18

Antwortformat Begriindung, ldangere Rechnung oder Interpretation gefordert ist.

Halboffenes Ergédnze eine teilweise vorgegebene Antwort, z.B. wenn einzelne Werte | Seite 12 A16

Antwortformat zu berechnen oder Abbildungen zu erganzen sind.

Liickentext Ein Satz mit zwei Liicken ist vorgegeben. Fiir jede Licke stehen Seite 12 A19
mogliche Satzteile als Auswahl zur Verfiigung. Kreuze jeweils genau
einen der drei Satzteile an.

Multiple Choice Kreuze die zwei richtigen unter finf Antwortmaoglichkeiten an. Seite 12 A13

2aus 5

Multiple Choice Kreuze die eine richtige unter sechs Antwortmoglichkeiten an. Seite22 A16

laus6

Zuordnungsformat Schreibe in die vier AusfUllfelder die Buchstaben der richtigen Seite 12 A14

4 aus 6 Antworten aus den sechs gegebenen Antwortmaglichkeiten.

Konstruktionsformat | Ergdnze die vorgegebene Abbildung durch ein grafisches Element, Seite 54 A12
z.B. Vektoren oder Funktionsgraphen. Seite 108 A19

Zusatzliche Aufgabenformate in diesem Buch

Formate Hinweise Beispiele

Multiple Choice Kreuze die vorgegebene Anzahl an Antwortmdglichkeiten an. Seite 15 A1

xausy z.B.1aus 2,1 aus 4 oder 2 aus 5. Seite 26 A7

Zuordnungsformat Schreibe in alle Ausfllfelder die Beschriftungen der richtigen Seite 10 A6

X ausy Antworten aus den gegebenen Antwortmdglichkeiten. Seite 27 A13

Ausfiillen GroBe Teile der Antwort sind vorgegeben. Erganze die richtigen Seite 20 A5
Zahlen, Terme, Symbole oder kurzen Texte. Seite32 A3

Schritt fiir Schritt Lose die Aufgabe in den vorgegebenen Schritten: Fiille Ausfillkast- Seite70 A2
chen und Schreibzeilen aus, ergénze Abbildungen und kreuze korrekte | Seite 82 A2
Aussagen an.




Manche Probleme lassen sich selbst unter noch so
groBem Einsatz nicht I6sen. So fiihrt beispielsweise
im beriihmten Roman Don Quijote der Titelheld einen
aussichtslosen Kampf gegen Windmiihlen. Die ersten
Menschen, die versucht haben, allgemeine Losungs-
formeln fiir algebraische Gleichungen zu finden,
missen sich dhnlich gefiihlt haben wie der arme Don
Quijote. Heute weill man zum Gliick, dass es solche
Formeln nur fiir Gleichungen vom Grad < 4 gibt.

Grundlagen
m Eine Gleichung der Gestalt a, - x"+a,_, - X" '+ +a, - x+a, = 0 heillt algebraische Gleichung in der Varia-
blen x. Die reellen Zahlen a; mit a, * 0 werden die Koeffizienten und die natirliche Zahl n der Grad der
Gleichung genannt.
m Allgemeine Losungsmethoden gibt es nur fir gewisse Sonderfélle algebraischer Gleichungen. Die folgen-
de Tabelle fasst einige Sonderfalle zusammen.

Sonderfall a, xX"+a,=0 a, X"++a;-x'=0 Ay (X=X oo s (X=X =0
mitl<i<n
Erkennbar an Nur die Potenz x" kommt kein kKonstanter Term, Produkt mehrerer
vor. d.h.a,=0 Klammern
Losungsmethode | nach x" umformen, herausheben und die jede Klammer null setzen
n-te Wurzel ziehen Faktoren null setzen

Eine algebraische Gleichung vom Grad n hat héchstens n reelle Losungen. Entspricht die Anzahl der
Lésungen dem Grad, so kann die Gleichung a,, - x"+a,_, - X" ' +---+a, - x+a, = 0 auch in der Form
a, (x-x;)-...- (x-x, = 0 mit den Losungen x,, ..., x, geschrieben werden.

Werkzeuge

W1 Die Lésungsformel fiir eine quadratische Glei- W3 Eine Gleichung der Gestalt a,, - X"+ +a; - x' = 0 |6st
chung der (groBen) Form a - x*+b - x+c = 0 lautet man durch Herausheben von x'. Dabei wird links
v bt Vb2 -4a-c x' herausgehoben und in der Klammer wird i von
b 2a ’ allen Hochzahlen subtrahiert, es entsteht
X'+ (a, - X" '+ +a) = 0. AnschlieBend werden
beide Faktoren null gesetzt:
x'=0unda, x"i+--+a,=0

W2 Eine Gleichung der Gestalt a, - x"+a, = 0 kann

) -a .
man durch Umformen l6sen: x = "ﬂ—a °. Dabei
n
unterscheidet man zwei Falle.

n ist gerade: Ist die Zahl unter der Wurzel positiv, W4 Eine Gleichung der Gestalt a- x*"+b - x"+c =0
gibt es zwei reelle Lésungen x,, = +§ _a_a"_ kan"n mit einer sogenannten Subs;titution

" gelost werden. Dabei setzt man x" = u und
x*" = u* und erhilt so die quadratische Gleichung
a-u*+b-u+c=0.

nist ungerade: Es gibt immer genau eine reelle

o _n| 4
Losung x = ‘,a_n‘

Grundkompetenz: AG-R 1.2 MatheTutor 7. Klasse AHS © HELBLING



Informiere dich Probiere selbst Trainiere weiter Teste dich

Algebraische Gleichungen

Beispiele

Bestimme alle reellen Lésungen der gegebenen Gleichung.
a) 16x*-81=0 b)x'-x*=0 Q) (C-8)(x*+4) =0

Wie bestimme ich die L6sungen eines Sonderfalls einer algebraischen Gleichung?

n Den Sonderfall erkennen und die zugehoérige Losungsmethode auswahlen

a) Erkennungsmerkmal: b) Erkennungsmerkmal: c) Erkennungsmerkmal:
Nur die Potenz x* kommt vor. kein konstanter Term Produkt zweier Klammern
Lésungsmethode: Lésungsmethode: Lésungsmethode:
umformen und 4. Wurzel ziehen x* herausheben und Faktoren beide Klammern null setzen
null setzen

Die Gleichung mit der gewdhlten Losungsmethode I6sen

Wir wenden = W2 an. Wir wenden = W3 an.
16x*-81=0 |+81 x'-x*=0 x*-8)- (xX*+4)=0
16x'=81 1:16 X (*-1)=0 X' <8)= 1+8
=8 e =0 W x*=8 IV
3 X, =0 X=2
X1=3 und und
X =3 X*-1=0 [|+1 X+4=0 |-4
xX=1 |V X=-4 W~
X, ==1 keine zusatzliche reelle L6sung
X5=1

Bestimme alle reellen Lésungen der Gleichung x*~17x"+16 = 0.
Wie I6se ich eine algebraische Gleichung mittels Substitution?

n Die Substitution x" = u durchfiihren

Wir wenden = W4 an: x* = u und x" = u’. Die Gleichung sieht dann folgendermaRen aus:
u'-17u+16 =0

Die erhaltene quadratische Gleichung in der Variablen u 16sen

Wir lesen a, b und c aus der Gleichung ab und setzen die Werte in die Losungsformel fiir quadratische
Gleichungen ein. (— W1)
1 wz17ur16=0

a b c
—(— _‘\ - 2— . .
Uy = (AT 127) 4-1-16 =u,=1,u,=16

Die Lésungen fiir x aus der Gleichung x" = u berechnen

Da n = 2 gerade ist, erhalten wir zwei mégliche Lésungen fiir jedes u. (= W2)
=1 =>x=+V1 =>x,=-1,x,=1
U, =16 = x=+V16 = x;,=-4,x,=4
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Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Trainiere weiter Teste dich

Algebraische Gleichungen

Aufgaben zu den Beispielen

m Bestimme alle reellen Losungen der gegebenen Gleichung.

a) (*-9)2x-1)=0 b) x*+16=0 c) X°+27x*=0

n Den Sonderfall erkennen und die zugehorige Losungsmethode auswahlen

a) Erkennungsmerkmal: b) Erkennungsmerkmal: ¢) Erkennungsmerkmal:

Loésungsmethode: Loésungsmethode: Loésungsmethode:

Die Gleichung mit der gewadhlten Losungsmethode I16sen

x*-9)-(2x-1)=0 -x*'+16=0 | X’ +27x*=0

= | -x*= | X < (x )=0

Xt = | x'= | - |

X1: X1: X1:

X2 = Xz = und

und - |
= | - I
= | X, =

X3 =

m» Bestimme alle reellen Lésungen der Gleichung x”-35x"+216 = 0.

n Die Substitution x" =.u durchfiihren
Die Substitution ergibt x° = und x° =

-35- +216=0

Die erhaltene quadratische Gleichung in der Variablen u l6sen
Esgilta= ,b= und c=

- e pea
Uypp = =u, = , Uy =

Die Losungen fur x mittels der Gleichung x" = u berechnen

Dan = ist, erhalten wir fir jedes u mogliche Lésung.

u,=8 = x= \' =X,
u,=27=—x= \' =X,

Lésungen &1 Weitere Aufgaben Q] MatheTutor 7. Klasse AHS © HELBLING 9



Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Teste dich

Algebraische Gleichungen

Aufgaben
m Lose die gegebene Gleichung durch Umformen nach x.
=>B1 Potenz von x isolieren Wurzelziehen Losung(en)
a)-1x-25-0 -1 =25 & x*=-125 x=V=125 x=-5
b)-2x*+8=0 X = o X' = X:F X, = , X, =
o =28 g le3-B o) g¢e2=1 ) Xy=0

m Lose die gegebene Gleichung durch Herausheben und Nullsetzen der Klammer.

—>B1 Herausheben von x" Klammer null setzen Lésungen
1 2 1 2 1 1
a)2¢-3x¢=0  x*-(2x-3)=0 x*=0und 2x-3=0 % =0,%=%
b) -x*+16x*=0 X ( X ):0 X = und  x i X, = X, = , Xy =
c) -3x"-21x°=0 e) -x*+25x=0 g) -2x° = 4x*-6x i) -2xX*+7x*+4x =0
d)—%x3:x6 f) X*-4x*-5x=0 h) x® = 2x*+35x j)xt+x=0

m Bestimme die Losung der gegebenen Gleichung, indem du jede Klammer einzeln null setzt und die ent-

stehenden Gleichungen |6st.
- B1

m a) @xX*-1)x+5)=0 4x*-1=0undx+5=0 X, = -0,5, X, = =0,5,%; = -5
b) 8x*-27)(-x*+1)=0 = und E X7 o, 2 ;X =

o (p-8jo¢+6)=0  d)(x-DC-D@x+8) =0 ) x(x+4)x=5=0

m Hebe in der gegebenen Gleichung denjenigen Term heraus, der mehrmals vorkommt. Setze anschlieBend
alle erhaltenen Faktoren gleich nuil und Iose die so entstehenden Gleichungen nach x.

a) X*(x+2)-9(x+2) =0
Der herauszuhebende Term ist x+ 2, die Gleichung lautet dann (x+2)(x*-9) = 0.
Die Lésungen der Gleichungen x+2 =0 und x*~9 = 0 lauten x; = -2, x, = -3, x; = 3.

b) x-Dx*-4(x-1)=0

Der herauszuhebende Term ist , die Gleichung lautet dann ( )( - )=0.
Die Losungen der Gleichungen und lauten
Xl = ’ XZ - ’ X3 =

c) X*2x-1)+8(2x-1) =0 d) 2(x*-25) = 3x(x*-25)

m Lose die gegebene Gleichung.

B2 a)x'+2x*-3=0

—2+y2°-4-1-(-3) _ u;=1
Ou+2u-3=0 Qup=——57 =, -3 OxX=1 =x,=+1
x| X x* = -3 = Es gibt kein x,.

b)-x*+61x*-900=0  ¢) x*-63x*-16=0  d)x*-7x'-72=0

m Ordne den vier Gleichungen jeweils ihre Losungsmenge L zu.

+1)*=0 A | L={0}
xX'+x*-2=0 B | L={1}
x'+x'=0 C |L={-11}
xX*-1=0 D | L={}
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Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Teste dich

Algebraische Gleichungen

Kreuze die beiden Gleichungen an, die die angegebene Anzahl an L6sungen besitzen.

=B1-B2  3) zwei voneinander verschiedene, reelle Lésungen  b) genau eine reelle Lésung
2x'+8=0 [] 0-Dx+2)x-4=0 | ]
-1’0+ =0 |[ ] x*=x []
(¢-5)*=0 [] xX*+9=0 []
x-8=0 [] x+1)°(*+9)=0 []
x*-2x*-3=0 [] (2x+6)°=0 []

m Berechne die Losungen der gegebenen Gleichung mittels Technologie und stelle die linke Seite der
Gleichung anschlieBend als ein Produkt von Klammerausdriicken dar.

-G3
‘F” a) 2x*-8x*-2x+8=0
e Mittels Technologie erhalten wir die Lésungen x; = 1, x, = 4, x, = -1.

= Gleichung: 2(x-4)(x-1)(x+1) = 0
b) -x*+13x*-41x*-37x+210=0
Lésungen: x; = Xy = , X3 = X, =
= Gleichung: -(x )(x )(x )(x )=0
c) x*-21x+20=0 d) 2x*-11x*-43x+24=0 e) -3x’+7x*+86x-120 = 0

Gib eine algebraische Gleichung an, die nur die vorgegebenen Losungen besitzt.

a) Losungen: x; =-2,x,=0,x=1 Gleichung: (x+2)x(x-1)=0
b) Losungen: x; = -5, x, =-1,x;=3 Gleichung: (x )(x )(x )=0
A x=-10%=-05x=7 d)x=0x=3 € X,=t1Xy=*3

Gib eine algebraische Gleichung mit dem gegebenen Grad sowie den vorgegebenen Losungen an.

763 a)Grad 3, alle Lésungen: x, = -1,x,=1 Gleichung: (x+1)*(x-1) = 0 oder (x +1)(x-1)* = 0

b) Grad 4, alle Lésungen: x; =0, x, =1  Gleichung: z.B. C(x- ) =0

c) Grad 5, alle Losungen: x; = -6, x, = 6 d) Grad 6 und einzige L6sung: x = 9

m Bestimme die Tipp Ein Buchstabe (hier a) ungleich der Variablen x steht fiir eine beliebige (aber
Losungen der gege- nicht veranderliche) reelle Zahl. Um die passende Lésungsmethode zu finden, denkt
= B1-B2 benen Gleichung, man sich statt des Buchstabens eine Zahl aus, die die angegebenen Bedingungen
m wobei a > 0. erfillt (hier z.B.: a = 1 erfillt a > 0).

a) x'-a=0 Lt')sungen:xl/fi% da-x*-1=0 e (a+1)-x"+2x*+1=0

b) x}+a =0 Losung:x = d) XP+a-x*=0 f) (x+a)*=0

mo Gegeben ist eine algebraische Gleichung mit a, > 0. Bestimme n €N so, dass die Gleichung die vorgege-
bene Anzahl an L6sungen besitzt.

->G3

> W2 a Loun _ q I~ .
a) Gleichung: x"-a, = 0, genau eine Lésung n: ungerade
b) Gleichung: x"-a, = 0, genau zwei Losungen n
¢) Gleichung: X" +x*-a, = 0, h6chstens drei Lésungen n

d) Gleichung: x"+a,_, - X" '++-- a, - x+a, = 0, mindestens vier Losungen n

Lﬁsungen MatheTutor 7. Klasse AHS © HELBLING
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Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Trainiere weiter

Algebraische Gleichungen

Kreuze die beiden algebraischen Gleichungen an.

2x+3=0 x2+x+1=0 | Vx-x+1=0 2X-1=0 X =-1

[] [] [] [] []

Ordne den vier Gleichungen jeweils ihre Losungsmenge zu.

o-1D)(x+4)=0 A | L={1}
x'+4=0 B | L={0}
X+1=0 C | L={-11;-4}
x* = 4x* D | L=A0;4}

E | L={1;16}

F | L={}

Bestimme die reellen Lésungen der Gleichung (x-a)* - (x*+b) - (x-¢*) = 0 mit a, b, ¢ > 0.

Losungen:

Gegeben ist die Gleichung a - x*+b - x*+c - x+d = 0 mit a, b, ¢, d€ R. Gib an, wie vieie Lésungen diese
Gleichung héchstens haben kann.

hochstens Losungen

A17 Kreuze alle algebraischen Gleichungen an, deren vollstandige Losung x; = -2, x, = 1 und x; = 2 lautet.

-9x+1)=0 ]
-(*-4x-1)°=0 ]
(x-2)x+2)0-DE+9 =0 [ ]
o +ax+4)(x-1)=0 L]
2x-2)(x-1)*=0 []

n+1

Gegeben ist die algebraische Gleichung x"** + x" = 0 mit n > 2. Begriinde, warum die Wahl der Zahl n keinen

Einfluss auf die Losungen der Gleichung hat und bestimme diese Losungen.

Wir betrachten algebraische Gleichungen mit der Losungsmenge L = {-3, -2, 2, 3}.

Erganze die Textliicken im folgenden Satz durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile so, dass eine
korrekte Aussage entstent.

Eine mogliche Gleichung mit Losungsmenge L lautet @ . Alle Gleichungen mit Lésungsmenge L
sind mindestens vom Grad @ .

® @
(@)’ @#*2)* =0 [] []] 3
X*-81=0 [] []] 4
0*-9)(x*-4) =0 [] []] s

m Gegeben ist eine algebraische Gleichung x"-x*+a = 0.

a) Gib die moglichen Werte fiir n an fiir den Fall, dass die Gleichung genau drei Losungen hat.
b) Bestimme die Losungen der Gleichung, wenn n =4 und a = -6.
c) Es sei a = 0. Wie viele reelle Losungen hat die Gleichung, wenn n > 3 gerade bzw. ungerade ist?
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Durch das Zerlegen eines Problems in mehrere ein-
fachere Teilprobleme kénnen oft sehr komplexe
Zusammenhange durchleuchtet und anspruchsvolle
Aufgaben Schritt fiir Schritt gelost werden.

Ganz dhnlich kann fir die Terme vieler Polynomfunk-
tionen eine sogenannte Linearfaktorzerlegung durch-
gefiihrt werden, an der die Nullstellen der Funktion
direkt ablesbar sind.

Grundlagen

Eine Funktion der Gestalt f(x) = a, - X" +@,_, - X" '+---+a, - x+a, mit ¢,€ R und a, # 0 heif3t eine Polynom-

funktion n-Grades.

Beispiel: f(x) = x*+ x>~ 13x*- x + 12 ist eine Polynomfunktion 4. Grades.

Eine Stelle a heil3t Nullstelle der Funktion f, wenn der Funktionswert

f(a) an dieser Stelle gleich null ist, d. h. f(a) = 0.

Grafisch erkennt man die Nullstellen einer Funktion als jene Stellen, an

denen der Graph die x-Achse schneidet oder berihrt.

Gilt f(a) = 0, so werden hdufig sowohl a als auch der zugehorige Punkt

N = (a|0) als Nullstelle bezeichnet.

Werkzeuge

W1 Fir Polynomfunktionen fvom Grad n gelten
folgende Aussagen:
- fbesitzt hochstens n Nullstellen.
- Wenn n eine gerade Zahl ist, kanii es sein, dass
fkeine Nullstelle hat.
—Wenn n eine ungerade Zahl ist, hat fmindes-
tens eine Nullstelle.

Beispiel: Die Abbildung zeigt zwei Polynom-
funktionen 4. Grades. Der Graph von fhat vier
Nullstellen, jener von g keine Nullstelle. Die
Graphen von fund g gehen durch Verschieben
entlang der y-Achse ineinander tiber. Durch sol-
che Verschiebungen lassen sich auch Polynom-

funktionen mit zwei oder drei Nullstellen finden.

00, gX)
gl|f

VAN x
NV

5 AfX)

W2 Abspalten einer gegebenen Nullstelle x = a einer

Polynomfunktion n-ten Grades:

f) = (x-a) - g(x), wobei g eine Polynomfunktion
vom Grad n-1 ist und (x-a) Linearfaktor genannt
wird. Durch schrittweises Abspalten aller reellen
Nullstellen erhdlt man f(x) = (x-a,) - ... - (x-a,) - h(x),
wobei h(x) keine reellen Nullstellen hat.

Man sagt, f zerfallt vollstandig in Linear-
faktoren (Linearfaktorzerlegung), wenn

f(X¥) = (x-ay) - ... (x-a,). Sind alle Linearfaktoren
voneinander verschieden, so entspricht der Grad
von fder Anzahl der Nullstellen = Anzahl der
Linearfaktoren.

Beispiel: Die Funktion f(x) = x*-13x+12

besitzt die Nullstelle x = 1. fkann in der Form
fO) = (x-1) - (X*+x-12) geschrieben werden, (x-1)
ist dabei der abgespaltete Linearfaktor. Dariiber
hinaus kann g(x) = x*+x-12 durch Berechnung
der beiden Nullstellen x = -4 und x = 3 in

g() = (x+4) - (x-3) zerlegt werden. Zusammen-
gefasstist dann f(x) = (x-1) - (x+4) - (x-3).

Grundkompetenzen: FA-R 1.4 + 4.3 + 4.4

MatheTutor 7. Klasse AHS © HELBLING
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Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Trainiere weiter Teste dich

Nullstellen von Polynomfunktionen

Beispiel
m Von einer Polynomfunktion fdritten Grades ist der Graph gegeben. Bestimme eine . 70 /f
Funktionsgleichung von f.
o f1 0
Wie bestimme ich aus dem Graphen einer Polynomfunktion ihre Funktionsgleichung, / -1

wenn die Anzahl der Nullstellen ihrem Grad entspricht?

n Alle Nullstellen x,, x,, ..., x,, der Funktion aus dem Graphen ablesen
Die Nullstellen lauten x; = -1, x, = 0 und x; = 2.

Die Funktion als Produkt von Linearfaktoren f(x) = a,, - (x-x,) - (x-X,) - ... - (x-x,) schreiben
Wir setzen die Nullstellen in die Linearfaktorzerlegung ein und erhalten f(x) = a,, - (x+1) - x - (x-2).

Die Koordinaten eines Punktes auf dem Graphen von f (der keine Nullstelle darstellt) ablesen, in die
Linearfaktorform einsetzen und die entstehende Gleichung nach a, auflésen

Wir lesen beispielsweise den Punkt (1|-1) des Graphen ab.
Einsetzen liefert:-1=a,- (1+1)-1-(1-2) =a,=0,5

Funktionsgleichung: f(x) = 0,5 (x+1) - x - (x-2)

Aufgabe zum Beispiel

m» Von einer Polynomfunktion f dritten Grades ist der Graph gegeben. Bestimme eine \f 10

w

Funktionsgleichung von f. \

J/

n Alle Nulistellen x;,, x,, ..., x,, der Funktion aus dem Graphen ablésen

Die Nullstellen lauten x, = X, = und x, =

—
RN

Die Funktion als Produkt von Linearfaktoren N\
f&) =a, - (x-x;) - (X-X,) :... - (x=X,,) schreiben
Setze die Nullstellen in die Linearfaktorform ein: f0) = a, - (x ) (x ) (x ).

Die Koordinaten eines Punktes auf dem‘Graphen von f (der keine Nullstelle darstellt) ablesen, in die
Linearfaktorform einsetzen und dié entstehende Gleichung nach a, auflosen

Lies einen Punkt des Graphen ab: ( | )
Einsetzen liefert: =a,( ) ( ) ( )= a,=

Funktionsgleichung: f(x) =

14 Modellschritte Q] Lésungen Qj Weitere Aufgaben Qj MatheTutor 7. Klasse AHS © HELBLING




Informiere dich

Vollziehe nach Probiere selbst Teste dich

Nullstellen von Polynomfunktionen

Aufgaben

) J J
= Q Q

‘F” W2

> W2

Vi

!

> W1-Ww2

Kreuze die drei Funktionsgleichungen an, die Polynomfunktionen darstellen.

foo=x° xi+1 fOO0 =x*-x7* foo=1 —X?Z f0O0 = (x-1)° foo=3

[] [] [] [] []

Kreuze die Gleichung an, die ausdriickt, dass die Zahl a € R\{0} eine Nullstelle der Funktion fist.

fl@=01 f0)=a fla) = £(0) f0)=fa)- 0 fl@=0 flo)y=0

[] [] [] [] [] []

b)f0=a-x+3)-x-(x-2)und P =(319)

Gegeben sind die Funktionsgleichung einer Polynomfunktion fsowie ein Punkt P des Graphen von f.
Bestimme den Wert des Koeffizienten a.

a)f=a-(x-1): (x-3)>und P =(2]-1)

Einsetzen von Pin fergibt-1=a-(2-1):- (2-3)*=a=-1.
C) foO=a-x"+x*+2x*-8xund P = (2|-8)

Gegeben ist eine Polynomfunktion fvom Grad n mit den beidein Nullstellen x = -1 und x = 2.
Kreuze die Darstellung(en) der Funktion fan, bei denen ein Linearfaktor richtig abgespaltet wurde. g ist
eine passende Polynomfunktion vom Grad n-1.

fOO=x-1-800 | fOO=0(-2)-800) | fOO=0C+1)-gx) | f)=Kx+2)-gX) | f(X)=Kx+3)-gx)

[] [] ] ] []

a) fO) = (x-1* - 0 +x+1)

b) f00 = (x+1)?

a) f0) = (x-4)* - (x+1)

Gegeben ist die Polynomfunktion f(x) = x*+ 6x*+11x +6. Zeige, dass x = -1 eine Nullstelle von fist und
spalte sie von fab. Lose die Aufgabe mithilfe von Technologie.

Gegeben ist eine Polynomifunktion, bei der bereits alle Linearfaktoren abgespalten wurden. Bestimme
den Grad (durch Ausmultiplizieren), die Anzahl der Linearfaktoren sowie die reellen Nullstelle(n) der
Funktion.

Grad f 4,da f() = x*-x*-x+1
Anzahl der Linearfaktoren: 2, da (x-1)*= (x-1) - (x-1)
Nullstellen: nurx =1

) fOO=x-(x-2)-(+1)  d)f00) = (x+3)*- (x+4)

Gegeben ist die Gleichung einer Polynomfunktion f. Kreuze die zutreffende(n) Aussage(n) an.

b) f) =x*+a-x*+b-x+cmita, b, ceR

fist eine Funktion 2. Grades. f(0) ist eine Nullstelle von f.

fbesitzt die Nullstelle x = 4. fbesitzt genau drei Nullstellen.

f0O0 = x*-7x*+28x+16 fOO=(x+a) - (x+b) - (x+¢)

fhat genau n voneinander verschiedene
Nullstellen, wobei n der Grad von fist.

Es kann sein, dass ffiir gewisse Werte
von a, b und ¢ keine Nullstelle hat.

O] O[O0 00
] O[O0 OO

fzerféllt vollstéandig in Linearfaktoren. fbesitzt hdchstens drei Nullstellen.

MatheTutor 7. Klasse AHS © HELBLING
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m Bestimme alle Nullstellen der Polynomfunktion f(x) = (%x3+9) - (x-3)"%

Informiere dich

Vollziehe nach

Nullstellen von Polynomfunktionen

Kreuze die zutreffenden Aussagen an.

Probiere selbst

Trainiere weiter

Es gibt keine Polynomfunktion vom Grad 0.

Jede lineare Funktion ist eine Polynomfunktion.

Eine quadratische Funktion ist eine Polynomfunktion vom Grad 2.

Die Funktion fmit der Funktionsgleichung f(x) = x’ ist eine Polynomfunktion 3. Grades.

Die Funktion fmit der Funktionsgleichung f(x) = %+ 1 ist eine Polynomfunktion vom Grad 4.

L O D]

Nullstellen:

Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen an.

f A LD xe) - (-3)

g B | 1o+ (x-1- (x-3)

h C | -(x+3)°

i D |ix+2* -1 (x-3)
E | 10c+D - (-2) - (x+3)
F —%x-(x—él)2

Ordne den vier abgebildeten Funktionen jeweils ihren Funktionsterm zu.

H/0), (), h(0), i(

Eine Polynomfunktion vom Grad 1 hat immer eine Nullstelle.

Eine Polynomfunktion vom Grad 2 hat mindestens zwei Nullstellen.

Es kann sein, dass eine Polynomfunktion 3. Grades keine Nullstelle besitzt.

Es kann sein, dass eine Polynomfunktion 4. Grades keine Nullstelle besitzt.

Eine Polynomfunktion vom Grad n > 2 hat immer mindestens eine Nullstelle.

Hjm)mj .

m Gegeben ist eine Polynomfunktion f(x) = x*+a mit a > 0.

Erganze die Textllcken im folgenden Satz durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile so, dass eine
korrekte Aussage entsteht.

16

Von fkann man ©) Linearfaktor(en) abspalten, da ©) .
@ @
keinen || | [ ]| fden Grad 4 hat
einen || ] [ ]| der Graph von fdie x-Achse weder beriihrt noch schneidet
vier [] [ ]| fdie Nullstelle x = -Va besitzt

Gegeben ist eine Polynomfunktion f(x) = x*-4x*+a mit a€R.

a) Berechne den Wert a, wenn fdie Nullstelle x = -1 besitzt.

b) Stelle die Funktion fiir a = 0 als Produkt von Linearfaktoren dar.
c) Finde einen Wert q, fuir den die Funktion fkeine Nullstellen besitzt.

Losungen
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Elementare Ableitungen

Fahrt man mit dem Auto durch eine grof3ere Stadt wie
z.B. Wien, kann es schon einmal passieren, dass man
aufgrund der vielen Verkehrszeichen und der damit
einhergehenden Regeln den Uberblick verliert. Um
beim Ableiten von Funktionen nicht durcheinanderzu-
kommen, starten wir mit ein paar wenigen elementaren
Regeln. Zumindest am Anfang ist Ableiten noch ein-
facher als Autofahren.

Grundlagen

Mithilfe von Ableitungsregeln erhalt man zu einer gegebenen Funktion fihre erste Ableitung f'. Welche
Ableitungsregeln bendtigt werden, hdangt von der gegebenen Funktion ab.

Mit der Potenzregel kénnen Funktionen abgeleitet werden, in denen eine Potenz von x vorkommt. Zwei
Spezialfalle ergeben sich fir die Potenzen x° =1 und x" = x.

Funktion | Erste Ableitung

fx) =x" fe=n-x""1 Beispiel: f() =x’ = f0) =3 -x '=3x
) =x fx=1
=1 fx)=0

Eine additive Konstante ist eine reelle Zah! (ohne x), die zum Funktionsterm addiert wird.
Eine multiplikative Konstante ist eine reelle Zahl, die mit einem Term, der x enthalt, multipliziert wird.

Beispiel: Im Funktionsterm f(x) = © - x* + 2 sind 2 die additive Konstante und 3 die multiplikative Konstante.

Elementare Ableitungsregeln

(» Additive Konstanten: Reelie Zahlen, die zu einem Funktionsterm g0 =fx) +a (aeR)
addiert werden, fallen beim Ableiten weg. g =fx)

(@ Multiplikative Konstanten: Reelle Zahlen, die mit einem Funktions-  g(x) = a - f(x) (@aeR)
term multipliziert werden, bleiben beim Ableiten unverandert. g =a-f0o

(3 Summe/Differenz zweier Funktionen: Summen oder Differenzen h(x) = f0) + g(x) h(x¥) = f(x¥) - gx)
von Funktionstermen kénnen einzeln abgeleitet werden. RO) =) +g(x) hX) =fx) -g0)

Der Buchstabe zwischen den Klammern in der Schreibweise f(x) wird unabhangige Variable der Funktion
genannt, z.B. ist bei f(z) die unabhangige Variable z, sie ibernimmt die Rolle von x.

Werkzeuge

W1 Bestimmte Terme konnen als Potenzen dargestellt werden:

%=a-x’" nER, aeR*) m\/7‘=x'£" mER, meN*, xeR™)

Grundkompetenz: AN-R 2.1 MatheTutor 7. Klasse AHS © HELBLING 1 7



Informiere dich Probiere selbst Trainiere weiter Teste dich

Elementare Ableitungen

Beispiele

m Gegeben ist die Polynomfunktion f(x) = x°> - 3x* + 8x + 4. Bilde die erste Ableitung von f.

18

Wie leite ich eine Polynomfunktion ab?

n Die Potenzen x" mit der Potenzregel ) ) 0@
(™' =n-x"""ableiten FOO=5x""1-3-2x""1+8-1+0

Die Ableitungsfunktion vereinfachen  f'(x) =5x*-6x+8

Gegeben ist die Funktion f. Bilde die erste Ableitung von f.
a) fo) = 4x' -2+ 4 b) f00 = 6VX - Vx*

Wie leite ich eine Summe von Potenzfunktionen ab?

n Die einzelnen Terme der Funktion in Potenzschreibweise, d. h. in der Form x", angeben
Wir verwenden = W1, um Briiche und Wurzelausdriicke in der Potenzschreibweise darzustellen.
OO0 =4x"-3x" +4x° FO0 = 65 - X0

Die Potenzen x" mit der Potenzregel (x")'=n - x" " ableiten

FOO=4-2¢ =3 (-1) x4 4+ (-5) X F0=6-2x -2
Die Ableitungsfunktion vereinfachen
) = 8x+3x72-20x7° i) = 3x 7~ %X%
Bilde die erste Ableitung der gegebenen Funktion.
a) A =3 - b) A(s) =3 - §° Q) An =2L-¢

Wie leite ich eine Funktion nach einer bestimmten Variablen ab?

n Die unabhangige Variable im Funktionsterm markieren

Die markierte Variable Gbernimmt die Rolle von x (— G5), d. h. wir werden nach dem markierten Buchstaben

ableiten, so wie wir das bis jetzt mit x gemacht haben.
a) A =2 -¢° b) A(s) = 3L - 5° Q) A =3L-g
Ableiten nach ¢ Ableiten nach s Ableiten nachr

Additive und muitiplikative Konstanten identifizieren
2
additive Konstante: -s* additive Konstante: STt additive Konstante: -s*
multiplikative Konstante:% multiplikative Konstante: keine multiplikative Konstante: 5¢*

a Die entsprechende elementare Ableitungsregel auf die unabhangige Variable anwenden

(9} (s%) Wir schreiben zuerst L als r™ (= W1):
A =22 =10 Al(s) = -35° AP =561 -§°

(rfl)r
r—/ﬁ
A()=5t*(-1)-r’=-5¢"-r?

Modellschritte MatheTutor 7. Klasse AHS © HELBLING



Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Trainiere weiter Teste dich

Elementare Ableitungen

Aufgaben zu den Beispielen

m» Gegeben ist die Polynomfunktion f(x) = x* + 5x* - 3x - 1. Bilde die erste Ableitung von f.

n Die Potenzen x" mit der Potenzregel

x")'=n-x""!ableiten fo)= X 5- X

E Die Ableitungsfunktion vereinfachen  f'(x) = X X

m» Gegeben ist die Funktion f. Bilde die erste Ableitung von f.

a) feo=2-5 b) f00 = VX + Vi

<

n Die einzelnen Terme der Funktion in Potenzschreibweise, d. h. in der Form x", angeben

fx)=2x  -5x fx) = x_ +X

Die Potenzen x" mit der Potenzregel (x")' = n - x"" ! ableiten

feo=2-C )Hx -5-C )x fi00=——x +——Xx

B Die Ableitungsfunktion vereinfachen

fo)= X X f0 = X X

m» Bilde die erste Ableitung der gegebenen Funktion.

a) Fo =24y b) F(y) = 2 +y ) F@) -2y

Die Variable, nach der abgeleitet werden soll, im Funktionsterm markieren
a) FO) =2 +y b) FO) =2+ y ¢) F(2)= "2 +y
ableiten nach ableiten nach ableiten nach

Additive und multiplikative Konstanten identifizieren

additive Konstante: additive Konstante: additive Konstante:

multiplikative Konstante: — multiplikative Konstante: multiplikative Konstante:

Den Term mit der Variablen, nach der abgeleitet wird, mit der Potenzregel ableiten

F(x) = F(y) = Forme zuerst auf
Potenzschreibweise um:

F(z) = -2x*- +y

F'(z)=

Lésungen Qj Weitere Aufgaben Qj MatheTutor 7. Klasse AHS © HELBLING 1 9



Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Teste dich

Elementare Ableitungen

Aufgaben

m Bilde die erste Ableitung der Polynomfunktion.

5Bl a)f)=4C-FT1 pro=4-30-3 B Toq0 3,7

G4 3¢ - 12x+1 o
b) f0) = =—¢— Wir schrelbenf(x) = g - (3x* - 12x + 1) und beachten — G4:
E[ f'(x)=l-(6x—12)=x—z
Q) f0)=x*~3x*+5 Q) f=-3x+%45 g =¥ i) f00=10¢ 5%
d)f00=-4+3x+8  f) f00=20¢-Tx+12) ) fog= XX i) 00 =2 x

m Bilde die erste Ableitung der gegebenen Summe von Potenzfunktionen.

82 QGOS S 00 = axt - 3x?
Edl fO)=4- (1) X5 (D) X=Xt e
b) f00 = -5+ foo= xex
fio0 = : X x“ ==
X X
VW =35 dfw=-F-  @fw=F-3% 03¢ Fed

m Bilde die erste Ableitung der gegebenen Summe von Potenzfunktionen.

B2 a)f0=-k+2vx fO)=4-x7+2- x%
A 22, 2
foo=4-(-3) - x R
b) f0) = -Z + 3Vx foo=  x o+ x
feo = X X =
e =
c)f(x)=—%+1 d)f(x)=x+33\/} e)f(x)-zJ'—‘/» f) f00 =Vx _E
m Kreuze die beiden richtigen Ableitungen an.
B2 ) b) 1
fOo=x>-4x=f(x) = x* -4 ] f00 =%~ ﬁf’(x) - X3y

fO)=3x"-7= ) =6x-7 00 = —% = f(Kx) = 1—2

£00 =3¢ - 6x) = 100 = 2x° - 3 f00 =~ = f00 =

ool

foo = _’(4—;31‘3 = f1(x) = ~4x* + 9x* foo = F = f1(x) = 3x~

Hpjepu.
><le
OO0 gog

fO) =-2"+5x+1= f(x) = -4x+5 f(x)— =>f(x)—
\/x—
m Bilde die erste Ableitung der gegebenen Funktion.
283 A am=3r+L Ableitungnachr =A@ =3-2r+1=3r+1
b) F(a) = 4a® + a* Ableitung nach = F(a) = . a + a = a + a
c) gm=2m+5 Ableitung nach = g'(m) =
d)h(z)=2"+ %z Ableitung nach = h'(z) = z o+

20 Losungen Qj MatheTutor 7. Klasse AHS © HELBLING



Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Teste dich

Elementare Ableitungen

Ermittle zuerst die multiplikativen und die additiven Konstanten und leite anschlieBend nach der vor-
gegebenen Variablen ab.

- B3
m a) M(r) =r*h +2rn Add. Konstante: keine  ¢) R(m) = 4m®s* - 2m Add. Konstante:
Ableitung nachr  Mult. Konstanten: h, 21t Ableitung nach Mult. Konstanten: |
M'(r) = 2rh + 21
R'(m) =
b) M(h) = r*h + 2rn Add. Konstante: 2rn d) R(s) = 4m’s* - 2m Add. Konstante:
Ableitung nachh  Mult. Konstante: r* Ableitung nach Mult. Konstante:
M) =1
R'(s) =
e) 0=ms+3f f)G:%t+%r g)H:a—Cz;)azC
Ableitung nach s Ableitung nach ¢ Ableitung nach a

Gegeben sind eine Funktion fsowie ein Term g(x), der in der Funktionsgleichung von fenthalten ist. Leite
zuerst die Funktion fallgemein ab und setze anschlieBend den abgeleiteten Term g'(x) in f'(x) ein.

G4 Betrachte g(x) als Kurzschreibweise fiir einen Ausdruck, der die Variable x enthalt.
a) f00 = 2800 + 1 a1) g0 =x* a2) g() =5x*-2 a3) g0 =X +9

Ableiten: f(x) = 2g'(x) 200 = 2x g0 = 10x g00=%
Einsetzen von g'(x) in f'(x): f)=2-2x [0 =2-10x fx) =2 X;

b) f(x) = 3g(x) - 2 b1) gl)=x+1 b2) g0 =-x*-1 b3) gx) =x*-10
fio0 = g = g = g =
Einsetzen von g'(x) in f'(x): 0= fx) = fx) =

<) f00 = 5x - () c1) g0 =8 c2) gbo.= VX 3) g =1

m Ermittle die multiplikativen und die additiven Konstanten und bilde die erste Ableitung der gegebenen
Funktion, wobei a,b € R\{0}.

- G4
[1 @ heo=-2f00+52-4  Additive Konstante: -4 RO = 200 + 520
Multiplikative Konstanten: —2,%
b) h(x) = —j% +6+g(x)+1 Additive Konstante: h'(x) = f 0, g

Multiplikative Konstanten: ,

) h(9) = 31%—g(x) d) o -af0+52-a e hw=a f%‘) - b*g(x) + b°

m Kreuze die beiden Aussagen an, bei denen korrekt abgeleitet wurde.

=G4 a) b)aeR

[f(x) - 4]"= f'00) [0 +al'=g'X) +a

) =5 -rw [a- g001'=a - g)
[2/00) +31'= 2£ (0 fooy o

[F004 =2 f(0) [FO0) + 28001 = f100 + 28'(%)

L O O O O
000 O

[FO) - g0l = () - g'0) [fla X1 = f(a)
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Informiere dich Vollziehe nach Probiere selbst Trainiere weiter

Elementare Ableitungen

Gegeben ist die Polynomfunktion f(x) = x” - 2x> + 6x - 9. Gib die erste Ableitung f" dieser Funktion an.
Bilde die erste Ableitung der Funktion f(x) = % V.

Kreuze die beiden Funktionen an, deren Ableitung f(x) = -3x7* lautet.
foo=x7 f0=32 | f0=3-x"| f00=6-x%| fo0=-x°

[] [] [] [] []

Wie oft muss man eine Polynomfunktion vom Grad n ableiten, sodass man die konstante Funktion g(x) = 0
erhalt?

Kreuze die zutreffenden Aussagen an.

Fur eine Polynomfunktion vom Grad 0 kann keine Ableitung gebildet werden.

Die Ableitung einer linearen Funktion f(x) = k- x + d (k€ R*, d€ R) lautet f'(x) = d.

Die Ableitung einer linearen Funktion f(x) = k- x + d (k€ R*, d€R) lautet f(x) = k.

Die Ableitung einer linearen Funktion ist eine quadratische Funktion.

NjjEnjmjn

Die Ableitung einer Polynomfunktion vom Grad n > 1 ist vom Grad n - 1.

Gegeben ist eine Funktion fmit der Ableitung f(x) = -2a* - x (a€ R\ {0}). Kreuze alle Funktionen an, die den
gleichen Ableitungsterm wie f besitzen.

g@) = -%x []
gla=x*-2a* []
g =-% L]
g =-a’x*+a []
800 = ~(a’x)’ [

Gegeben ist die Funktion fmit f(x) = 2 - g(x) + 3x. Kreuze die korrekte erste Ableitung von fan.

fo=g0)+3

) =g'00) +3x

fX)=2-gx)+3

f ) =2-g8'0)+3x

fx)=2-gx)+3

Hj|mjR]inie]n

) =2-g(x)+3x

Gegeben ist die Funktion h, die die Hohe eines senkrecht nach oben geworfenen Balles in Abhdngigkeit
von der Zeit t beschreibt. Es gilt h(t) = v, - t - % - t*, wobei die Erdbeschleunigung g sowie die Anfangs-
geschwindigkeit v, konstant sind. Die Geschwindigkeit v des Balles zum Zeitpunkt t wird mit v(¢) = h'(t)
bestimmt.

a) Gib die Gleichung der Funktion v an.

b) Ein zweiter Ball wird aus einer Hohe von 3 m nach oben geworfen. Fiir diesen Ball gilt
h(®)=3+v,-t- % - t%. Erklare, warum v(t) = v,(2) gilt.

c) Man interessiert sich fiir die erreichte Hohe des Balles zu einem festen Zeitpunkt ¢t in Abhdngigkeit von
der Anfangsgeschwindigkeit. Bestimme h'(vy).
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A

Ableitung

- als Grenzwert von Differenzen-

quotienten 41

- grafisch bestimmen 55

- Leibniz-Schreibweise 41
Ableitungsregeln 17
Abspalten einer Nullstelle 13
Abstand Punkt-Gerade 91, 97
algebraische Gleichung 7, 145
Anderungsrate

— durchschnittliche 45

- lokale 45

- mittlere 45

- momentane 45
Argument 151
duBere Funktion 23

B

Baumdiagramm 109
Bernoulli-Bedingung 131
Beschleunigung (Bewegungs-
funktion) 29, 45

Betrag einer komplexen Zahl 139
Betrag (Polardarstellung) 151
Betriebsoptimum 79
Binomialkoeffizient 125
Binomialverteilung 131
Break-even-Point 79, 83
Brennpunkte 103
Brennweite 103

C

C (Menge der komplexen Zahlen)
139, 145

Cournot'scher Punkt 82

D
degressiv 79
Differenzenquotient 29, 35, 45
Differenzialquotient 29, 35, 45

- als Grenzwert von Differenzen-

quotienten 41

- Leibniz-Schreibweise 41
diskret (verteilt) 115
Division komplexer Zahlen 151
durchschnittliche Anderungsrate
29,45
Durchschnittsbeschleunigung 29
Durchschnittsgeschwindigkeit 29

E

Ellipse 103

Erlos(funktion) 79

Erwartungswert 115

- einer binomialverteilten

Zufallsvariablen 131

Extrempunkt 49

Extremstelle (Extremwertaufgabe) 86

Extremwert (Extremwertaufgabe) 86

Extremwertaufgabe 85

Faktorielle = Fakultat 125

F
Fixkosten 79
Fundamentalsatz der Algebra 145

G

Gauld'sche Zahlenebene 139, 151
Gegenwahrscheinlichkeit 109
Geschwindigkeit (Bewegungs-
funktion) 29, 45
Gewinn(funktion) 79
Gewinngrenzen 79
Gewinnmaximierende Menge 79
Grad (einer algebraischen
Gleichung) 7

Grad (einer Polynomfunktion) 13,
55,73

grafisches Ableiten 55
Grenzkosten(funktion) 79

H

Halbachse 103
Hauptbedingung 85
hohere Ableitungen 23
Hyperbel 103

|

i (imagindre Einheit) 139
imagindre Achse 139
Imaginarteil 139
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K
Kegelschnitte 103
Kettenregel 23
Koeffizienten
- einer algebraischen Gleichung 7
- einer Polynomfunktion 73
komplexe Zahl 139
komplexe Zahlenebene 139, 151
konjugiert komplexe Zahl 139
Kostenfunktion 79
Kostenkehre 79
Kreisgleichung 91
Krimmung 49
Krimmungsverhalten 61
Kugelgleichung 91

L

Lage Kreis-Kreis 101

Lage Punki-Kreis 97

Lagebeziehung Kreis-Gerade 97

Laplace-Wahrscheinlichkeit 109

Lehrsatz des Pythagoras 85

Leibniz-Schreibweise 41

Linearfaktor(zerlegung) 13

linksgekrimmt 49

lokale Anderungsrate 29, 45

lokale Extremstelle 49

Losungsformeln (quadratische
Gleichung) 7,145

LPU (Langfristige Preisunter-
grenze) 79

M

Maximaler Gewinn 79

Maximumstelle 61

Minimumstelle 61

mit Zurlicklegen 109

mittlere Anderungsrate 29, 35,45

mittlere Beschleunigung 45

mittlere Geschwindigkeit 45

Momentanbeschleunigung 29, 45

momentane Anderungsrate 29, 35,
45

Momentangeschwindigkeit 29, 45

Monotonie 49

Multiplikation komplexer Zahlen
151

159



160

N

Nebenbedingung 85
NEWS-Regel 67
Nullstelle 13

(0

ohne Zuriicklegen 109
Ort (Bewegungsfunktion) 29, 45

P
Parabel 103
Parameter einer Polynomfunktion
73
Passante (Kreis) 97
Polynomfunktion

- Grad 13,55,73

- typische Verlaufe 55
Polynomfunktion n-ten Grades 13,
73
Potenzen komplexer Zahlen 151
Potenzregel 17
Produktregel 23
progressiv 79
Pythagoras, Lehrsatz des 85

Q

Quotientenregel 23

R

Realteil 139
rechtsgekrimmt 49
reelle Achse 139

S
Sattelpunkt 49
Sattelstelle 49
Satz des Pythagoras 85
Satz von Vieta 145
Schatzwert fiir die Wahrscheinlich-
keit 112
Sekante (Kreis) 97
Sekante eines Funktionsgraphen 35
Spaltform 103
Standardabweichung 115
- einer binomialverteilten
Zufallsvariablen 131
Steigungsdreieck 35
streng monoton fallend/steigend 49
Stlickkosten(funktion) 79
Substitution 7

T
Tangente (Kreis) 97

Tangente an einen Funktions-
graphen 35
- Steigung 61

U

Umrechnung der Darstellungen
einer komplexen Zahl 151
unabhdangige Variable 17

\'/

variable Kosten 79

Varianz 115

Verkettung von Funktionen 23

Verteilungsfunktion einer Zufalls-
variablen 123

w

Wahrscheinlichkeit 109
Wahrscheinlichkeitsverteilung 115
Wendepunkt 49

Wendestelle 49

Wendetangente 67

Wurzeln komplexer Zahlen 151

L

Zahlenerweiterung 145

Zeit-Ort-Funktion 45

Ziehen mit/ohne Zurlicklegen 109
Zielfunktion 85
Zufallsexperiment, Zufallsversuch
109

Zufallsvariable 115
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